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Ââåäåíèå

Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ ÿâëåíèé â ôèçèêå, òåõíèêå, ýêî-
íîìèêå, áèîëîãèè è äðóãèõ íàóêàõ âåñüìà óäîáíû äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíàÿ èõ
÷àñòü ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Íåñìîòðÿ
íà ðàçâèòèå ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, áîëü-
øóþ ðîëü èãðàþò àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Ïî÷òè äëÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (è çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè
îáûêíîâåííûõ) íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü îáùåå ðåøåíèå
â âèäå ïîíÿòíîé ôîðìóëû (ÿâíîé, íåÿâíîé èëè êâàäðà-
òóðíîé). Ïîýòîìó ìîæíî íàçâàòü ñëåäóþùèå äâà êðóï-
íûõ íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ àêòèâíî âåäóòñÿ èññëåäî-
âàíèÿ.

• Èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ: ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (çàäà÷è Êîøè, çà-
äà÷è Äèðèõëå, íà÷àëüíî-êðàåâîé è äðóãèõ), ïîñòàâ-
ëåííîé äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ðàçðóøåíèå (ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè, íî íå íà âñ¼ì ëó÷å t > 0), àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ. Ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ ìî-
æåò êàê èìåòü íåïîñðåäñòâåííóþ ôèçè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ (íàïðèìåð, ïðîáîé ïîëóïðîâîäíèêà),
òàê è ïîêàçûâàòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè.

• Ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé, òî åñòü ñóæåíèå îá-
ùåãî ðåøåíèÿ äî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ìîæíî îïè-
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6 Ââåäåíèå

ñàòü àíàëèòè÷åñêè. Òî÷íûå ðåøåíèÿ íóæíû, âî-
ïåðâûõ, äëÿ òîãî ÷òîáû îáúÿñíèòü íåêîòîðûå ôè-
çè÷åñêèå ÿâëåíèÿ è îöåíèòü ðîëü ïàðàìåòðîâ çàäà-
÷è. Âî-âòîðûõ, îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîíè-
ìàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé. Â-òðåòüèõ,
îíè ïîìîãàþò ïðîâåðÿòü è ñîâåðøåíñòâîâàòü ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû.

Äàííàÿ êíèãà îòðàæàåò ñîäåðæàíèå êóðñà ¾Íåëè-
íåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿1, ÷èòàåìîãî àâ-
òîðîì äëÿ ñòóäåíòîâ ìàãèñòðàòóðû ôàêóëüòåòà âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà. Â êóðñå äàí îáçîð àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êðîìå òîãî, óêàçàí âûâîä íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Ïåðâûå ïÿòü ãëàâ ïîñâÿùåíû âûâîäó íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ïîä-
õîäû ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íàðÿäó ñ
âûâîäîì êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé (Êîðòåâåãà�äå Ôðè-
çà, Øð¼äèíãåðà è äðóãèõ) ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ
ñîáîëåâñêîãî òèïà è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
â ýêîíîìèêå.

Øåñòàÿ è ñåäüìàÿ ãëàâû ïîêàçûâàþò ïðèìåíåíèå òî÷-
íûõ ðåøåíèé ê èçó÷åíèþ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïè-
ñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè.

Âîñüìàÿ, äåâÿòàÿ è äåñÿòàÿ ãëàâû ïîñâÿùåíû ìåòî-
äàì íåÿâíîé ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé è òåñíî ñâÿçàí-
íîé ñ ýòèìè ìåòîäàìè òåîðèè ñîëèòîíîâ.

Â îäèííàäöàòîé ãëàâå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî

1Èìåþòñÿ â âèäó â îñíîâíîì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, õîòÿ áóäåò óäåëåíî
âíèìàíèå è îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
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óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíî è ëîêàëüíî ïî âðåìåíè è ê âûâî-
äó îöåíîê âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (â ñëó÷àå
ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè).

Äâåíàäöàòàÿ ãëàâà ïîêàçûâàåò èññëåäîâàíèå àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷-
íîñòè.

Òðèíàäöàòàÿ, ÷åòûðíàäöàòàÿ è ïÿòíàäöàòàÿ ãëàâû
ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ òåîðèè ãðóïï ê èññëåäîâàíèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îáñóæäà-
þòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ñ ïîìî-
ùüþ ãðóïïîâîé òåîðèè, èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ñ
ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è ñ ïîìîùüþ èí-
âàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ îáñóæäàþòñÿ ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíûõ ðåøå-
íèé è íàõîæäåíèå ïî îäíîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ ñåìåé-
ñòâà ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì.

Â øåñòíàäöàòîé ãëàâå êðàòêî îáñóæäàåòñÿ åù¼ íåñêîëü-
êî ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé, â êíèãå äàíû çàäà-
÷è ñ ðåøåíèÿìè è çàäà÷è ñ îòâåòàìè è óêàçàíèÿìè äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ, ñäåëàí îáçîð ëèòåðàòóðû.

Ñîçäàòåëåì êóðñà ¾Íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ¿ äëÿ ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è ïåð-
âûì ëåêòîðîì ïî íåìó áûë Èëüÿ Àíäðååâè÷ Øèøìà-
ð¼â � âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê (âïîñëåäñòâèè � ÷ëåí-
êîððåñïîíäåíò Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê), ñïåöèàëèñò
ïî íåëèíåéíûì ÿâëåíèÿì. Åìó ïðèíàäëåæàò âàæíûå
ðåçóëüòàòû â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Åãî ïàìÿòè è ïîñâÿùàåòñÿ ýòà
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êíèãà. Àâòîð ïîñòàðàëñÿ ñäåëàòü êóðñ áîëåå ñîâðåìåí-
íûì. Áûëè äîáàâëåíû íåäàâíèå äîñòèæåíèÿ, áîëåå ïî-
äðîáíûå ïîÿñíåíèÿ ê òðóäíûì ìåñòàì è ïðàêòè÷åñêèå
çàäàíèÿ.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ì.Â. Íèêîëàåâó çà

ïîìîùü â ïîäãîòîâêå òåêñòà ïîñîáèÿ.



Ãëàâà I. Èçáðàííûå ìîäåëè

Íî äëÿ áåçäí, ãäå ëåòÿò ìåòåîðû,
Íè áîëüøîãî, íè ìàëîãî íåò,

È ðàâíî áåñïðåäåëüíû ïðîñòîðû
Äëÿ ìèêðîáîâ, ëþäåé è ïëàíåò.

Í.À. Çàáîëîöêèé

Â ýòîé ãëàâå (è íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ) ðàññìîòðèì
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ñâîäÿùèåñÿ ê íåëèíåéíûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîä-

õîäà ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé:

• ïîñòðîåíèå íà îñíîâå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ èëè
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (òî åñòü çà îñíîâó äëÿ ðàññóæ-
äåíèé áåðåòñÿ ðàâåíñòâî),

• ïîñòðîåíèå íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (òî
åñòü çà îñíîâó áåðåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ èëè ìàêñèìè-
çàöèÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà).

� 1. Íåëèíåéíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â ñòåðæíå. Â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî èç êóðñà óðàâíåíèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
,

9



10 Ãëàâà I

ãäå u � òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ â òî÷êå x â ìîìåíò âðå-
ìåíè t, a ≡ const � õàðàêòåðèñòèêà ñòåðæíÿ. Â îáùåì
ñëó÷àå óðàâíåíèå èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä è ìîæåò
ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ýôôåêòû.
Íàïîìíèì âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïî çàêîíó Ôóðüå,

dQ = qS dt, òî åñòü çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè (t1; t2) ÷å-
ðåç ñå÷åíèå ñòåðæíÿ S ïðîõîäèò êîëè÷åñòâî òåïëà dQ,

ïðè ýòîì q = −k∂u
∂x

. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êîýôôèöè-

åíò òåïëîïðîâîäíîñòè k ïîñòîÿíåí. Òàêèì îáðàçîì,

Q = −S
t2∫
t1

k
∂u

∂x
dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâî òåïëà, ñîîáùàåìîãî
òåëó äëÿ ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ∆u, ðàâíî

Q = cρV∆u,

ãäå c� óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü, ρ� ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ,
V � îáú¼ì íàãðåâàåìîé ÷àñòè. Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà
íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ u ìåíÿåòñÿ ïî-ðàçíîìó. Òîãäà

Q =

x2∫
x1

cρS∆udx.

Êðîìå òîãî, â ñàìîì ñòåðæíå ìîæåò âîçíèêàòü èëè
ïîãëîùàòüñÿ òåïëî:

dQ = SF (x, t) dx dt,

ãäå F (·) � ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ òåïëà â
òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

Q = S

t2∫
t1

x2∫
x1

F (x, t) dx dt.
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Çàïèøåì áàëàíñ òåïëà íà ïðîìåæóòêå (x1; x2) çà
âðåìÿ (t1; t2):

t2∫
t1

(
k
∂u

∂x

∣∣∣∣∣
x=x2

x=x1

)
dt+

x2∫
x1

t2∫
t1

F (x, t) dt dx =

=

x2∫
x1

cρ
(
u(x, t2)− u(x, t1)

)
dx.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñðåäíåì ìîæíî ïðèâåñòè ýòî ñî-
îòíîøåíèå ê âèäó

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+ F (x, t) = cρ

∂u

∂t
.

Çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äëÿ îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ
ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê âèäó

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t),

ñ î÷åâèäíûìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè, à âî-âòîðûõ, ïðè áîëü-
øèõ èçìåíåíèÿõ u âåëè÷èíû k è c, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, è óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå
ñëîæíûì:

c(u; x)ρ(u; x)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(x;u)

∂u

∂x

)
+ F (x, t).

Âîçìîæíà è çàâèñèìîñòü (âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíàÿ)
F îò u.
Îá èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òåïëîïðî-

âîäíîñòè ïîäðîáíåå áóäåì ãîâîðèòü â ãëàâå VI, à çäåñü
ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ëèíåéíîì ñëó÷àå.
Îäíî èç ïåðâûõ ïðèìåíåíèé òåîðèè òåïëîïðîâîäíî-

ñòè � ðàñïðîñòðàíåíèå òåìïåðàòóðíûõ âîëí â ïî÷âå ñ
ó÷¼òîì ïåðèîäè÷íîñòè (ñóòî÷íîé èëè ãîäîâîé) êîëåáà-
íèé íà ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè
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îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
, (x > 0, t > −∞)

ñ óñëîâèåì

u(0, t) = A0 cosωt.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, t) = A0e
−
√

ω
2a2x cos

(√
ω

2a2
· x− ωt

)
.

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

• Ïåðâûé çàêîí Ôóðüå: àìïëèòóäà êîëåáàíèé ýêñïî-
íåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ãëóáèíîé, à èìåííî, A(x) =

A0e
−
√

ω
2a2x.

• Âòîðîé çàêîí Ôóðüå: òåìïåðàòóðíûå êîëåáàíèÿ â
ïî÷âå ïðîèñõîäÿò ñî ñäâèãîì ôàçû, âðåìÿ îòñòàâà-
íèÿ ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ðàâíî x/

√
2ωa2.

• Ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ òåïëà â ïî÷âó çàâèñèò îò
ïåðèîäà êîëåáàíèé íà ïîâåðõíîñòè:

A(x)

A0
= e−

√
ω

2a2 ·x. (1.1)

• Òðåòèé çàêîí Ôóðüå: äëÿ êîëåáàíèé ñ ïåðèîäà-
ìè T1,2 ãëóáèíû, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îäèíàêî-
âîå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû, ñâÿçà-
íû ñîîòíîøåíèåì

x2

x1
=

√
T2

T1
.

Íàïðèìåð, ñðàâíèì ñóòî÷íûå è ãîäîâûå êîäåáàíèÿ:

T2

T1
= 365⇒ x2

x1
=
√

365 ≈ 19, 1.
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Çàìå÷àíèå. Èç (1.1) ìîæíî âûðàçèòü êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè

a2 =
ωx2

2 ln2 (A(x)/A0)

è çàòåì âû÷èñëèòü ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé.

� 2. Íåëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ F (u).

Çäåñü ôóíêöèÿ F (·) îïèñûâàåò îáú¼ìíûå ïðîöåññû ãå-
íåðàöèè (F > 0) èëè ïîãëîùåíèÿ (F < 0). Óêàæåì
íåñêîëüêî âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ:

1. F (u) = ku(1 − u), ãäå k = const > 0: óðàâíå-
íèå Êîëìîãîðîâà�Ïåòðîâñêîãî�Ïèñêóíîâà (ÊÏÏ),
îïèñûâàþùåå âûòåñíåíèå îäíîãî áèîëîãè÷åñêîãî âè-
äà äðóãèì íà íåêîòîðîé òåððèòîðèè.

2. F (u) > 0 ïðè 0 < u < 1, F (0) = F (1) = 0, F ′(0) >
0 > F ′(1) (íàïðèìåð, F (u) = sin πu): óðàâíåíèå
òèïà ÊÏÏ.

3. F (u) > 0 ïðè 0 < u < 1, F (0) = F (1) = 0,
F ′(1) < 0, F ′(0) = 0 (íàïðèìåð, F (u) = u2(1− u)):
óðàâíåíèå Çåëüäîâè÷à, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðà-
íåíèå ïëàìåíè.

4. F (0) = F (α) = F (1) = 0, ãäå α = const ∈ (0; 1),
F ′(0) < 0, F ′(α) > 0, F ′(1) < 0 (íàïðèìåð, F (u) =
− sin 2πu): óðàâíåíèå Ñåì¼íîâà, ìîäåëèðóþùåå àâ-
òîêàòàëèòè÷åñêèå öåïíûå ðåàêöèè (ðèñ. 1.1).
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-

6

u

F

1α0

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèè Ñåì¼íîâà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óðàâíåíèå ÊÏÏ. Ïðîñòåéøàÿ
ìîäåëü Ìàëüòóñà, îïèñûâàþùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿ-
öèè âèäà (N):

dN

dt
= bN, b = const > 0,

îòêóäà N = Cebt. Îäíàêî, ñðåäà ìîæåò îáåñïå÷èòü ÷èñ-
ëåííîñòü N 6 Nm = const, è ñóùåñòâóåò ìåõàíèçì ðå-
ãóëÿöèè. Åãî ìîæíî ó÷åñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dN

dt
= bN

(
1− N

Nm

)
.

Ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé u = N/Nm:

du

dt
= bu(1− u).

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ âîçìîæíîñòü ìèãðàöèè îñîáåé,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå ÊÏÏ:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ bu(1− u).
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� 3. Óðàâíåíèå Áþðãåðñà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí. Çà-
ïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â óíèâåðñàëüíîé ôîðìå:

∂u

∂t
+
∂q

∂x
= 0,

ãäå q = q (u; ∂u/∂x) � ïëîòíîñòü ïîòîêà, u � íåêîòî-
ðàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñðåäû â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè
t (íàïðèìåð, ïëîòíîñòü ìàññû, èìïóëüñà, ýíåðãèè). Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå q = au, a ≡ const, è îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ èìååò âèä u = f(x − at), ãäå f(·) � ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà.
Ïóñòü q = au+ bu2/2, ãäå a, b = const. Òîãäà

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+ bu

∂u

∂x
= 0.

Ïåðåîáîçíà÷èâ x − at è bt ñîîòâåòñòâåííî çà x è t, ïî-
ëó÷èì êðàâíåíèå Ðèìàíà:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0.

Îíî èìååò ðåøåíèå â âèäå íåÿâíîé ôîðìóëû: u = f(x−
ut) (f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ).
Ìîæíî ó÷åñòü â ìåõàíèçìå ïåðåíîñà íå òîëüêî êîí-

âåêòèâíóþ, íî è äèôôóçèîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ: ïóñòü
q = au+ bu2/2− c∂u/∂x. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå Áþðãåðñà:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
,

ãäå ν ≡ const. Îíî ìîæåò ìîäåëèðîâàòü óäàðíóþ âîëíó
ñ ó÷¼òîì âÿçêîñòè ñðåäû (åé ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèå
ν ∂2u/∂x2).
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå Áþðãåðñà èìååò ñëåäóþùåå

çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî. Åãî ìîæíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû
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u = −2ν

ϕ
· ∂ϕ
∂x

ñâåñòè ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ:

∂ϕ

∂t
= ν

∂2ϕ

∂x2
.

� 4. Êîëåáàíèÿ ñòðóíû (âûâîä óðàâíåíèÿ èç âà-
ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà)

Âûâåäåì èçâåñòíîå èç êóðñà óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé ñòðóíû íà îñíîâå
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Ïóñòü u = u(x, t) � ïåðïåí-
äèêóëÿðíîå ñìåùåíèå òî÷êè x îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t, ρ = ρ(x) � ëèíåéíàÿ ïëîò-
íîñòü. Òîãäà ìàññà ìàëîãî ýëåìåíòà ñòðóíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïðîìåæóòêó (x; x + dx), ðàâíà ρ(x)dx, à
ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíà

T =
ρ(x)

2
·
(
∂u

∂t

)2

.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà óâåëè÷åíèþ
äëèíû (êîýôôèöèåíò � íàòÿæåíèå µ > 0). Òàê êàê
äëèíà ÷àñòè äåôîðìèðîâàííîé ñòðóíû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïðîìåæóòêó (x; x+ dx), ðàâíà

dl =
√
dx2 + (u′xdx)2 =

√
1 + (u′x)

2dx ≈
(

1 +
(u′x)

2

2

)
dx,

òî óâåëè÷åíèå äëèíû ïðè ìàëûõ dx ïðèáëèæ¼ííî ðàâ-
íî (u′x)

2dx/2, è ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âû-
ðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

U =
µ

2

(
∂u

∂x

)2

.

Ââåä¼ì èíòåãðàë äåéñòâèÿ: S =
∫∫

Ldxdt, ãäå L =
T − U � ëàãðàíæèàí, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå èìååò
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âèä

L =
ρ

2

(
∂u

∂t

)2

− µ

2

(
∂u

∂x

)2

,

à èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ
ìíîæåñòâ çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ïåðåìåííûìè x è t.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èç ìåõàíèêè ïðèíöèïîì íàè-
ìåíüøåãî äåéñòâèÿ: äâèæåíèå ñèñòåìû òàêîâî, ÷òî âå-
ëè÷èíà S äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà. Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâó-
þùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

∂L

∂u
− d

dt

(
∂L

∂u′t

)
− d

dx

(
∂L

∂u′x

)
= 0.

Çäåñü2

∂L

∂u
= 0,

∂L

∂u′t
= ρu′t,

∂L

∂u′x
= −µu′x,

ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

−ρ∂
2u

∂t2
+ µ

∂2u

∂x2
= 0⇔ ∂2u

∂t2
= k2∂

2u

∂x2
,

ãäå k(x) =
√
µ/ρ(x).

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíå-
íèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî ñòåðæíÿ

ρ
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
E(x)

∂u

∂x

)
,

ãäå E(x) � ìîäóëü Þíãà.

� 5. Êîëåáàíèÿ òîíêîãî ñòåðæíÿ

Êîëåáàíèÿ ñòðóíû âûçâàíû ñîïðîòèâëåíèåì óäëèíåíèþ,
òîãäà êàê òîíêèé ñòåðæåíü êîëåáëåòñÿ, ñîïðîòèâëÿÿñü

2Ïðè âûïîëíåíèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïîäîáíûõ âûðàæåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè ñ÷èòàåì, ÷òî u′t (èëè u
′
x) � åäèíûé ñèìâîë: íàïðèìåð,

∂

∂u′t

(
(u′t)

2
)

= 2u′t.
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èçãèáó. Âûâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íà îñíîâå
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà.
Ïðè èçãèáå ñòåðæåíü ïðèîáðåòàåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-

ãèþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ êâàäðàòó êðèâèçíû K, ãäå

K2 =

(
u′′x2

)2(
1 + u′x

2
)3 ≈ (u′′x2)

2
.3

Çíà÷èò, ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

U =
µ

2
(u′′x2)

2
,

òîãäà êàê ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

T =
ρ

2
u′t

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L =
ρ

2
u′t

2 − µ

2
(u′′x2)

2
.

Çäåñü óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä

∂L

∂u
− d

dt

(
∂L

∂u′t

)
− d

dx

(
∂L

∂u′x

)
+
d2

dt2

(
∂L

∂u′′t2

)
+

+
d2

dtdx

(
∂L

∂u′′xt

)
+

d2

dx2

(
∂L

∂u′′x2

)
= 0,

à èìåííî,

−ρu′′t2 − µuIVx4 = 0⇔ u′′t2 + k2uIVx4 = 0,

ãäå k(x) =
√
µ/ρ(x).

� 6. Óðàâíåíèå ñèíóñ�Ãîðäîíà4

Óðàâíåíèå
∂2z

∂x∂y
= sin z

3Êàê â êíèãå [39], ¾ñòåïåíü¿ â íèæíåì èíäåêñå îçíà÷àåò ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé

ïðîèçâîäíîé: íàïðèìåð, u′′
x2

= ∂2u
∂x2

.
4×èòàòåëè, íå çíàêîìûå ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèåé, ìîãóò ïðîïóñòèòü ýòîò ïà-

ðàãðàô.



Èçáðàííûå ìîäåëè 19

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñèíóñ�Ãîðäîíà. Âûâåäåì åãî íà
îñíîâå ïîíÿòèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Φ âûáðàíà ÷åáûø¼âñêàÿ ñåòü,

òî åñòü ñåòü èç ëèíèé, èìåþùàÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: â
êàæäîì ñåòåâîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ðàâíû. Íàïðèìåð, íèòè êóñêà òêàíè, íàòÿíó-
òîé íà ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþò ÷åáûø¼âñêóþ ñåòü. Ïðè-
ìåì ïî îäíîé ëèíèè ïåðâîãî è âòîðîãî ñåìåéñòâà ñåòè
ñîîòâåòñòâåííî çà áàçîâóþ ëèíèþ x (y = 0), è çà áà-
çîâóþ ëèíèþ y (x = 0). Çà êîîðäèíàòû x è y òî÷êè
íà ïîâåðõíîñòè âûáåðåì äëèíó îòðåçêà áàçîâîé ëèíèè
x èëè y ñîîòâåòñòâåííî, îòñ÷èòûâàåìóþ îò íà÷àëüíîé
òî÷êè (0; 0) ñ ó÷¼òîì çíàêà. Óãîë ìåæäó êîîðäèíàòíû-
ìè ëèíèÿìè x è y â òî÷êå (x; y) îáîçíà÷èì ÷åðåç z(x; y).
Ïóñòü r(x; y) � ðàäèóñ-âåêòîð ïîâåðõíîñòè Φ, òî åñòü

â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè âûáðàíû êîîðäèíà-
òû x è y. Òàêèì îáðàçîì,

(r′x; r
′
x) = 1, (r′y; r

′
y) = 1, (r′x; r

′
y) = cos z(x; y),

è ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ èìååò âèä

I = ds2 = Edx2+2Fdxdy+Gdy2 = dx2+2 cos zdxdy+dy2.

Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî-
âåðõíîñòè èìååò âèä

I = dx2 + 2 cos zdxdy + dy2,

òî ñåòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé x è y íà íåé ÿâëÿåòñÿ ÷å-
áûø¼âñêîé.
Ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè ìîæíî íàéòè ïî ôîð-

ìóëå

K = − 1

4W 2

∣∣∣∣∣∣
E E ′u E ′v
F F ′u F ′v
G G′u G′v

∣∣∣∣∣∣− 1

2
√
W

(
∂

∂v

E ′v − F ′u√
W

− ∂

∂u

F ′v −G′u√
W

)
,
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ãäå W = EG − F 2 [28, ñ. 110]. Çäåñü u = x, v = y,
E = G = 1, F = cos z. Óïðîñòèâ ýòî âûðàæåíèå äëÿ
K, ïîëó÷èì:

K = −
z′′xy

sin z
,

îòêóäà
z′′xy +K sin z = 0.

Ïðè K = −1 ýòî ðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå
ñèíóñ-Ãîðäîíà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ñèíóñ�Ãîðäîíà
îïèñûâàåò óãëû ìåæäó êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ÷åáû-
ø¼âñêîé ñåòè íà ïîâåðõíîñòè, èìåþùåé ãàóññîâó êðè-
âèçíó K = −1.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à

∂z
∂x∂y = sin z;

z(x; 0) = φ(x);
z(0; y) = ψ(y);
φ(0) = ψ(0)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå ôóíêöèé, èìå-
þùèõ r íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ íà âñåé ïëîñêîñòè,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèè φ(·) è ψ(·) íàõîäÿòñÿ â êëàñ-
ñå Cr(R) [28, ñ. 335�336].



Ãëàâà II. Óðàâíåíèå
Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

Äîì ñòîÿë êîãäà-òî íà îêðàèíå,
À òåïåðü, ïîõîæå, â öåíòðå ãîðîäà.

À.ß. Ðîçåíáàóì

Îäíî èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ � óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðè-
çà5 (ÊäÔ) � èìååò âèä

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0.

Â 1834 ãîäó Äæ.Ñ. Ðàññåë îáðàòèë âíèìàíèå íà ÿâ-
ëåíèå, íå èññëåäîâàííîå íàóêîé òîãî âðåìåíè � âîëíó
â êàíàëå, âûçâàííóþ îñòàíîâèâøåéñÿ áàðæåé. Ýòà âîë-
íà áûëà óåäèí¼ííîé, êðîìå òîãî, îíà èìåëà íåîáû÷íóþ
ôîðìó: â íåé áûëî òîëüêî ïîäíÿòèå ïîâåðõíîñòè, òîãäà
êàê â ïðèâû÷íûõ âîëíàõ ïîâåðõíîñòü íàõîäèòñÿ ïîïå-
ðåìåííî âûøå è íèæå óðîâíÿ íåâîçìóù¼ííîé âîäû. Â
1870-å ãîäû Æ.Â. Áóññèíåñê è Äæ.Ó. Ðýëåé ïîëó÷èëè
àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå òàêîé âîëíû. Äëÿ áîëåå ïîëíî-
ãî ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû ÿâëåíèÿ â 1895 ãîäó Ä.È. Êîð-
òåâåã è Ã. äå Ôðèç âûâåëè ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Îäíàêî, â XIX âåêå íàó÷íàÿ îáùåñòâåííîñòü íå ïðè-

äàëà áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ýòèì ðåçóëüòàòàì. Ëèøü â ñå-
5Îáû÷íî â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îíî íàçûâàåòñÿ òàê, íî âñòðå÷àåòñÿ è íàïèñàíèå

¾Êîðòåâåãà�äå Âðèçà¿.

21
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ðåäèíå XX âåêà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�
äå Ôðèçà îïèñûâàåò ðàçíîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëå-
íèÿ è èìååò ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ïîÿâèëàñü
òåîðèÿ ñîëèòîíîâ � óåäèí¼ííûõ âîëí, ñîõðàíÿþùèõ
ñêîðîñòü è ôîðìó ïðè äâèæåíèè è ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ
äðóãèìè óåäèí¼ííûìè âîëíàìè.6

Ðàññìîòðèì â ýòîé ãëàâå íåñêîëüêî ìîäåëåé, ñâîäÿ-
ùèõñÿ ê óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.

� 1. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü

Èññëåäóåì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùå-
íèé íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Ïóñòü ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè ïîñòîÿííà, òîãäà óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè èìååò
âèä

div u = 0, (2.1)

ãäå u � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè. Ââåä¼ì ïîòåíöèàë ýòîãî ïîëÿ ϕ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì u = ∇ϕ. Òîãäà (2.1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆ϕ = 0. (2.2)

Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó Äèðèõëå è èç íå¼
îïðåäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü ϕ = ϕ(x; y; z; t), à ãðàíèöà ñðåäû ïîäâèæíà. Â

ýòîì ñëó÷àå íóæíû áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ, äîïîëíÿ-
þùèå óðàâíåíèå Ëàïëàñà.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè

èìååò âèä

∂u

∂t
+ (u;∇) u+

1

ρ
∇p = −gj, 7 (2.3)

6Áîëåå ïîäðîáíóþ èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [19, ãë. 1].
7Ôîðìàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (u;∇) ìîæíî ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò âåêòîðà u
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ãäå p � äàâëåíèå, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,
j � åäèíè÷íûé âåêòîð ïî íàïðàâëåíèþ ñèëû òÿæåñòè,
ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.
Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò æèäêîñòü, êîòîðàÿ ïåðâîíà-

÷àëüíî ïîêîèëàñü èëè áûëà â îäíîðîäíîì ïîòîêå, à ñëå-
äîâàòåëüíî, rot u|t=0 = 0. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè rot u|t=0 =
0, òî è â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

rot u = 0. (2.4)

Èç âåêòîðíîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî

[u; rot u] + (u;∇) u =
1

2
∇ (u;u) .

Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî è (2.4), çàïèøåì (2.3) â ñëåäó-
þùåì âèäå:

∂u

∂t
+

1

2
∇ (u;u) +

1

ρ
∇p = −gj.

Ïåðåéä¼ì ê ïåðåìåííîé ϕ è çàïèøåì ðàâåíñòâî ïîêî-
îðäèíàòíî:

∂
∂x

(
∂ϕ
∂t + 1

2 (∇ϕ;∇ϕ) + p
ρ

)
= 0;

∂
∂y

(
∂ϕ
∂t + 1

2 (∇ϕ;∇ϕ) + p
ρ

)
= 0;

∂
∂z

(
∂ϕ
∂t + 1

2 (∇ϕ;∇ϕ) + p
ρ

)
= −g.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïî z:

∂ϕ

∂t
+

1

2
(∇ϕ;∇ϕ) +

p− p0

ρ
+ gz = 0 (2.5)

(îñü z íàïðàâëåíà ââåðõ, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò t
âêëþ÷åíà â ϕ, p0 � àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ó ïîâåðõíî-
ñòè).
Ââåä¼ì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè:

f(x; y; z; t) = 0.

ïîäðîáíåå çàïèñàòü òàê: ux
∂
∂x

+ uy
∂
∂y

+ uz
∂
∂z
.
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Ââåä¼ì îòäåëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè: u = (u; v;w).
Ñ îäíîé ñòîðîíû, íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè

ïîâåðõíîñòè ðàâíà

− f ′t√
(∇f ; ∇f)

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè
æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè ðàâíà

(u;∇f)√
(∇f ; ∇f)

.

Ýòè âåëè÷èíû äîëæíû áûòü ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî,

f ′t + (u;∇f) = 0. (2.6)

Çàäàäèì áîëåå êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè
f(·):

f(x; y; z; t) = h+ η(x; y; t)− z,
ãäå h � ãëóáèíà, η(·) � îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Òîãäà (2.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

η′t + uη′x + vη′y = w.

Áóäåì ñ÷èòàòü ïðîöåññ ïëîñêèì, òî åñòü η′y = 0. Ïðèä¼ì
ê ñîîòíîøåíèþ

η′t + uη′x = w.

Ââåä¼ì ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè ψ ïî ïðàâèëó

(u;w) = (ψ′x;ψ
′
z).

Òîãäà

η′t + η′xψ
′
x = ψ′z. (2.7)

Èòàê, ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.7) îçíà÷àåò, ÷òî íîðìàëü-
íàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè ðàâíà íîð-
ìàëüíîé êîìïîíåíòå ñêîðîñòè ñàìîé ïîâåðõíîñòè.



Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà 25

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè áåç
ó÷¼òà ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàâåí-
ñòâó äàâëåíèé â æèäêîñòè è â àòìîñôåðå ó ïîâåðõíî-
ñòè. Ïîýòîìó èç (2.5) âûòåêàåò, ÷òî

∂ψ

∂t
+

(∇ψ;∇ψ)

2
+ gz1 = 0,

ãäå z1 � êîîðäèíàòà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî x:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂w

∂x
+ g

∂η

∂x
= 0. (2.8)

Ïóñòü äíî âîäî¼ìà òâ¼ðäîå è ãîðèçîíòàëüíîå, òîãäà

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0. (2.9)

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííîå, òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.2), (2.7),
(2.8), (2.9), ïðèä¼ì ê íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å, îïèñûâà-
þùåé ïëîñêèå âîëíû8:

∆ψ = 0;
η′t + η′xψ

′
x = ψ′z;

u′t + uu′x + ww′x + gη′x = 0;
ψ′z|z=0 = 0.

Ââåä¼ì õàðàêòåðíûå ðàçìåðû: ïóñòü a � àìïëèòóäà
âîëíû, h � ãëóáèíà âîäî¼ìà, l � äëèíà âîëíû. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî a � h � l, à çíà÷èò, ε ≡ a/h � 1,
δ ≡ h/l � 1 (ðèñ. 2.1).
Òàê êàê δ � 1, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂z2
= 0

ìîæíî èñêàòü â âèäå

ψ(x; z; t) =
∞∑
n=0

ψn(x; t)zn, 0 6 z 6 z1.

8Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïëîñêèé ïðîöåññ, ïîýòîìó ïåðåøëè îò ôóíêöèè
ϕ(x; y; z; t) ê ôóíêöèè ψ(x; z; t). À ôóíêöèè u è w ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè ψ. Òàêèì
îáðàçîì, çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äëÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé � ψ(·) è η(·).
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Ðèñ. 2.1: Õàðàêòåðíûå ðàçìåðû âîëíû.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå è ñãðóïïèðîâàâ
÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè z, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
ñòåïåííîãî ðÿäà íóëþ, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî êàæ-
äûé êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ, òî åñòü

∂2ψn
∂x2

+ (n+ 2)(n+ 1)ψn+2 = 0. (2.10)

Èç (2.9) ñëåäóåò, ÷òî ψ1 = 0, à ñ ó÷¼òîì (2.10) � è âñå
íå÷¼òíûå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, èç (2.10) âèä-
íî, ÷òî âñå ÷¼òíûå ÷ëåíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ψ0. Çíà÷èò,

ψ(x; z; t) = ψ0(x; t)− z2

2
· ∂

2ψ0

∂x2
+
z4

24
· ∂

4ψ0

∂x4
. . .

Ñëåäîâàòåëüíî,{
u = ∂ψ

∂x = F − z2

2 F
′′
x2 . . . ;

w = ∂ψ
∂z = −zF ′x + z3

6 F
′′′
x3 . . . ,

(2.11)

ãäå F = ∂ψ0

∂x .

Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû:

x = lx′, t =
l

c0
t′, c0 =

√
gh, η = aη′, u = εc0u

′,

w = εδc0w
′, F = εc0F

′, z = h(1 + εη′).
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Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (2.11), óïðîñòèì è çàïè-
øåì ñ íîâûìè ïåðåìåííûìè áåç øòðèõîâ:{

u = F − δ2

2 F
′′
x2;

w = −(1 + εη)F ′x + δ2

6 F
′′′
x3

(ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε, δ2)).
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä:{

w = η′t + εη′xu;
u′t + εuu′x + ηx = 0.

Ñ ó÷¼òîì (2.11) ïîëó÷èì:{
∂η
∂t + εF ∂η

∂x + ∂F
∂x + εη ∂F∂x −

δ2

6 ·
∂3F
∂x3 = 0;

∂F
∂t + ∂η

∂x + εF ∂F
∂x −

δ2

2 ·
∂3F
∂x2∂t = 0

(2.12)

(ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε, δ2)).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå: ïóñòü ε =

δ = 0. Òîãäà { ∂η
∂t + ∂F

∂x = 0;
∂F
∂t + ∂η

∂x = 0,
(2.13)

îòêóäà ñëåäóþò âîëíîâûå óðàâíåíèÿ{
∂2F
∂t2 = ∂2F

∂x2 ;
∂2η
∂t2 = ∂2η

∂x2 .

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìå (2.13) óäîâëåòâîðÿþò F (·) è η(·),
ñâÿçàííûå óñëîâèåì F = η. Âîçüì¼ì çà îñíîâó ýòî íóëå-
âîå ïðèáëèæåíèå è ñäåëàåì áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ.
À èìåííî, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì âîçìóùåíèé: ïóñòü
F = η + εF (1) + δ2F (2). Ïðèìåíèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå
â ñèñòåìå (2.12) è çàïèøåì å¼ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε è δ2 âêëþ÷èòåëüíî:{

∂η
∂t + ∂η

∂x + ε∂F
(1)

∂x + δ2 ∂F (2)

∂x + 2εη ∂η∂x −
δ2

6 ·
∂3η
∂x3 = 0;

∂η
∂t + ∂η

∂x + ε∂F
(1)

∂t + δ2 ∂F (2)

∂t + εη ∂η∂x −
δ2

2 ·
∂3η
∂x2∂t = 0.

(2.14)
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Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå:

ε

[
∂F (1)

∂x
− ∂F (1)

∂t
+ η

∂η

∂x

]
+

+δ2

[
∂F (2)

∂x
− ∂F (2)

∂t
− 1

6
· ∂

3η

∂x3
+

1

2
· ∂3η

∂x2∂t

]
= 0.

Òàê êàê ïàðàìåòðû ε è δ2 íåçàâèñèìû, òî èç ýòîãî ðà-
âåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îáà âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ ðàâíû íóëþ:{

∂F (1)

∂x −
∂F (1)

∂t + η ∂η∂x = 0;
∂F (2)

∂x −
∂F (2)

∂t −
1
6 ·

∂3η
∂x3 + 1

2 ·
∂3η
∂x2∂t = 0.

(2.15)

Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî{
∂F (1)

∂t = −∂F (1)

∂x ;
∂F (2)

∂t = −∂F (2)

∂x .

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ðàâåíñòâ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (2.15) óäî-
âëåòâîðÿþò ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì: {

F (1) = −η2

4 ;

F (2) = 1
3 ·

∂2η
∂x2 .

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (2.14):

∂η

∂t
+
∂η

∂x
+

3

2
εη
∂η

∂x
+
δ2

6

∂3η

∂x3
= 0.

Ââåä¼ì ïåðåìåííóþ τ = x + t, çàòåì ìàñøòàáèðóåì τ

è η ïî ïðàâèëàì

τ =
6

δ2
s; η =

2δ2

3ε
u.

Ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà:

∂u

∂s
+ 6u

∂u

∂x
+
∂u3

∂x3
= 0.
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� 2. Âîçìóùåíèÿ â öåïî÷êå îäèíàêîâûõ ìàññ

Â 1952 ãîäó Ý. Ôåðìè, Ä. Ïàñòà è Ñ. Óëàì èññëåäîâàëè
÷èñëåííî ìîäåëüíóþ çàäà÷ó îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíîãî
ïðîöåññà â öåïî÷êå èç 64 îäèíàêîâûõ ãðóçîâ, ñîåäè-
í¼ííûõ ïðóæèíàìè, ïðè íåêîòîðîì íà÷àëüíîì âîçìó-
ùåíèè (ðèñ. 2.2). Ïîçæå ïðîöåññ áûë îïèñàí àíàëèòè-
÷åñêè. Ïðèâåä¼ì çäåñü âûâîä óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè.

· · · ~������~������~������· · ·m m m

j − 1 j j + 1

Ðèñ. 2.2: Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà èç ãðóçîâ è ïðóæèí.

Çàïèøåì II çàêîí Íüþòîíà äëÿ ãðóçà ïîä íîìåðîì
j, íà êîòîðûé äåéñòâóþò äâå ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðóæèíàì, ðàñïîëîæåííûì ñëåâà è ñïðàâà:

m
d2yj
dt2

= Fj;j+1 − Fj−1;j, (2.16)

ãäå yj � êîîðäèíàòà ãðóçà, m � åãî ìàññà, à â ïðàâîé
÷àñòè ñòîèò ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ ñî
ñòîðîíû ñîñåäíèõ ìàññ. Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí Ãóêà ÿâ-
ëÿåòñÿ íå ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì, à ïðèáëèæåíèåì
ïðîñòîãî âèäà, êîòîðîå ïðèìåíèìî ïðè ìàëûõ óäëèíå-
íèÿõ ïðóæèíû. Çäåñü æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàçâàííûå
ñèëû çàâèñÿò îò óäëèíåíèÿ ïðóæèíû íåëèíåéíî:

Fj−1;j = k∆l + α∆l2 + β∆l3,

ãäå ∆l = yj − yj−1, k, α, β = const. Ïðåäñòàâèì yj±1
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÷åðåç yj ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà:

yj±1 = yj±h
∂yj
∂x

+
h2

2
·∂

2yj
∂x2
±h

3

6
·∂

3yj
∂x3

+
h4

24
·∂

4yj
∂x4

+O
(
h5
)
,

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ãðóçàìè. Òîãäà
(2.16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂2y

∂t2
=
kh2

m
· ∂

2y

∂x2
+
kh4

12m
· ∂

4y

∂x4
+

2αh3

m
· ∂y
∂x
· ∂

2y

∂x2
+

+
3βh4

m
·
(
∂y

∂x

)2

· ∂
2y

∂x2
.

Ñäåëàâ î÷åâèäíûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì óðàâíå-
íèå â âèäå

∂2y

∂t2
= c2∂

2y

∂x2
+εδc2·∂

4y

∂x4
+αεc2·∂y

∂x
·∂

2y

∂x2
+γεδc2·

(
∂y

∂x

)2

·∂
2y

∂x2
.

(2.17)
Â ÷àñòíîñòè, ïðè γ = 0 (òî åñòü β = 0) ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå Áóññèíåñêà, âïåðâûå ïîëó÷åííîå â 1872 ã. äëÿ îïè-
ñàíèÿ âîëí íà âîäå.
Âîçìóùåíèÿ, îïèñûâàåìûå ýòèì óðàâíåíèåì, íà íà-

÷àëüíîé ñòàäèè óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
y′′t2 = c2y′′x2 (ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ñëàãàåìûõ). Çíà÷èò,
íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïðîòèâîïî-
ëîæíî íàïðàâëåííûå âîëíû. Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ:
y = f(z; τ) + εy1(x; t), ãäå z = x− ct, τ = εt, à f(·) ñî-
îòâåòñòâóåò ïðîôèëþ âîëíû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
ïðè τ ∼ 1/ε. Ïåðåïèøåì (2.17) â âèäå

∂2y1

∂t2
− c2∂

2y1

∂x2
= 2c

∂2f

∂z∂τ
+ δc2 · ∂

4f

∂z4
+ αc2 · ∂f

∂z
· ∂

2f

∂z2
+

+γδc2 ·
(
∂f

∂z

)2

· ∂
2f

∂z2
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ y1(·) àñèìïòîòè÷åñêè íå âîç-
ðàñòàëà, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåí-
ñòâà áûëà ðàâíà íóëþ. Çàïèøåì ýòî óñëîâèå, ïîëîæèâ
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σ = cτ/2, u = ∂f/∂z, â âèäå

∂u

∂σ
+ αu

∂u

∂z
+ γδu2∂u

∂z
+ δ

∂3u

∂z3
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè γ = 0, α 6= 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

∂u

∂σ
+ αu

∂u

∂z
+ δ

∂3u

∂z3
= 0,

à ïðè α = 0, γ 6= 0 ïîëó÷àåì ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâ-
íåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

∂u

∂σ
+ γδu2∂u

∂z
+ δ

∂3u

∂z3
= 0.

Òàêîé âûâîä óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà áûë ñäå-
ëàí Ì.Ä. Êðóñêàëîì è Í.Äæ. Çàáóñêè ïîñëå ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ (2.16) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè. (Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè h→ 0 è íåîãðàíè-
÷åííîì ðîñòå êîëè÷åñòâà ìàññ óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â
óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.)
Îòìåòèì, ÷òî â ñåðåäèíå XX âåêà óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�

äå Ôðèçà ïîÿâèëîñü è ïðè îïèñàíèè èîííî-çâóêîâûõ
âîëí â ïëàçìå. Òàêèì îáðàçîì, îíî øèðîêî ðàñïðîñòðà-
íåíî, è åãî ðåøåíèå � óåäèí¼ííàÿ âîëíà � ìîæåò îïè-
ñûâàòü ìíîæåñòâî ÿâëåíèé.



Ãëàâà III. Íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

Âîò òàê è âåä¼òñÿ íà íàøåì âåêó:
íà êàæäûé ïðèëèâ � ïî îòëèâó. . .

Á.Ø. Îêóäæàâà

� 1. Î ñêîðîñòÿõ âîëí

Êîãäà ðå÷ü èä¼ò î äâèæåíèè ÷àñòèöû, ñìûñë ïîíÿòèÿ
ñêîðîñòè î÷åâèäåí. Îäíàêî, ïðè äâèæåíèè âîëíû ïå-
ðåìåùåíèå ÷àñòèö ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî çàêîíàì, îò-
ëè÷íûì îò äâèæåíèÿ ñàìîé âîëíû (ïðèìåð � âîëíû íà
ïîâåðõíîñòè âîäû), èëè äàæå íå ïðîèñõîäèòü. Ïîýòî-
ìó âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè âîëíû.
×àñòî ïîä ñêîðîñòüþ âîëíû ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñêîðîñòü
ïåðåìåùåíèÿ å¼ ìàêñèìóìà (èëè ìèíèìóìà).

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå:

u′′t2 = c2u′′x2. (3.1)

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ v(x; t), óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ óñëîâèþ v′t = cu′x. Òîãäà cv

′′
tx = c2u′′x2 ⇒ u′′t2 =

cv′′tx. Ïðîèíòåãðèðîâàâ è âçÿâ íóëåâóþ ïîñòîÿííóþ èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì: u′t = cv′x. Ñêëàäûâàÿ è âû÷è-
òàÿ ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ v′t = cu′x è u

′
t = cv′x,

32
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ïîëó÷èì ñèñòåìó { ∂f
∂t − c

∂f
∂x = 0;

∂g
∂t + c∂g∂x = 0,

ãäå f = (u + v)/2, g = (u − v)/2. Òîãäà ðåøåíèå çàäà-
÷è Êîøè äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå
u = f + g, ãäå f è g ëåãêî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé: îíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü âîëíàì,
èäóùèì â îäíó è â äðóãóþ ñòîðîíó. Îòìåòèì, ÷òî ðà-
íåå èìåííî âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
ê òàêîé ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå èñïîëüçîâàëàñü ïðè âû-
âîäå îäíîâîëíîâûõ ïðèáëèæåíèé, îïèñûâàåìûõ óðàâ-
íåíèåì Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ: 

u′′t2 = c2u′′x2;
u|t=0 = a cos kx;
u′t|t=0 = aω sin kx,

ãäå a, k, ω = const. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì
ýòîé çàäà÷è áóäåò ôóíêöèÿ u(x; t) = a cos(kx−ωt), ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå, äâèæóùåé-
ñÿ âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ c = x/t = ω/k. Âåëè÷èíà ω/k
íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ, òàê êàê õàðàêòåðèçóåò
ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ìàêñèìóìà. Îäíàêî, ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèå âîëíû âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî � îáû÷íî èçó-
÷àþòñÿ ïàêåòû âîëí. Êàê â òàêîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü
ñêîðîñòü âîëí?

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü u1(x; t) = a cos(kx−
ωt), u2(x; t) = a cos((k+ ∆k)x− (ω+ ∆ω)t). Ýòè ôóíê-
öèè óäîâëåòâîðÿþò (3.1), à òàê êàê îíî ëèíåéíî, òî óäî-
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âëåòâîðÿåò åìó è

u = u1 + u2 =

= 2a cos
∆kx−∆ωt

2
· cos

((
k +

∆k

2

)
x−

(
ω +

∆ω

2

)
t

)
(ðèñ. 3.1). Çäåñü ñóììàðíàÿ àìïëèòóäà ðàâíà

A(x; t) = 2a cos
∆kx−∆ωt

2
.

-

6

x

u

Ðèñ. 3.1: Ñóììà äâóõ âîëí: u = u1 + u2.

Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàêåòà âîëí
ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàêñè-
ìóìà ñóììàðíîé àìïëèòóäû:

vg =
x

t
=

∆ω

∆k
.

Êîãäà æå ðå÷ü èä¼ò î ïàêåòå âîëí, òî ãðóïïîâóþ ñêî-
ðîñòü ìîæíî ââåñòè êàê

vg =
dω

dk
.

Çàìåòèì, ÷òî (3.1) óäîâëåòâîðÿåò

u = aei(kx+ωt). (3.2)

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ω è k íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì
ñîîòíîøåíèåì, å¼ çàäàíèå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü óðàâ-
íåíèå (3.1). Ïîäñòàâèâ (3.2) â óðàâíåíèå (3.1), íàéä¼ì,
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÷òî ω = ±ck. Çíà÷èò, äëÿ âîëí, îïèñûâàåìûõ (3.1),
ôàçîâàÿ ñêîðîñòü áóäåò vp = ω/k = ±c, à ãðóïïîâàÿ �
vg = dω/dk = ±c, òî åñòü îíè ðàâíû. Çäåñü íåò äèñïåð-
ñèè (çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âîëíû îò å¼ äëèíû).

Ïóñòü òåïåðü ω, k ∈ R, ïðè÷¼ì d2ω
dk2 6= 0. Ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå

u′t + u′′′x3 = 0.

Ïîäñòàâèâ (3.2) â ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ω = k3. Ñëå-
äîâàòåëüíî, vp = ω/k = k2, òîãäà êàê vg = dω/dk =
3k2. Çäåñü vp 6= vg, è åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âîëíîâîé
ïàêåò áûë ëîêàëèçîâàí, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îí áóäåò
ðàñïëûâàòüñÿ (äèñïåðãèðîâàòü). Ïîýòîìó ñëàãàåìîå u′′′x3

â óðàâíåíèè Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà íàçûâàåòñÿ äèñïåðñè-
îííûì. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà èìååò ðåøåíèå â âèäå óåäèí¼ííîé âîëíû, äâèæó-
ùåéñÿ áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû9. Çäåñü íåëèíåéíîå ñëàãà-
åìîå uu′x ¾óðàâíîâåøèâàåò¿ âëèÿíèå äèñïåðñèè.

� 2. ÓðàâíåíèåØð¼äèíãåðà äëÿ îãèáàþùåé âîë-
íîâîãî ïàêåòà

Îáû÷íî âîëíû íà âîäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ãðóïïàìè. Â
1967 ã. Ò. Áåíäæàìåí è Äæ. Ôåéåð ïîêàçàëè, ÷òî ïðî-
ñòàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà íà ãëóáîêîé âîäå íåóñòîé÷è-
âà, è âîëíû íà âîäå ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû. Â 1968 ã.
Â.Å. Çàõàðîâ âûâåë óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ãðóïïû
âîëí íà âîäå.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïàêåòà âîëí â ðàçíûõ ñðåäàõ ìîæåò
îïèñûâàòüñÿ ðàçíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíî îïèñûâåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì óðàâíåíèåì Êîðòåâåãà�

9Îáñóäèì òàêîå ðåøåíèå â ãëàâå VIII.
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äå Ôðèçà:
∂u

∂t
+ u2∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (3.3)

Çäåñü x è t � ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ ïåðåìåí-
íûå íåñóùåé âîëíû. Ââåä¼ì, êðîìå òîãî, ¾ìåäëåííûå¿
ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå îãèáàþùåé âîëíîâîãî ïà-
êåòà:

X0 = x; X1 = εx; T0 = t; T1 = εt; T2 = ε2t,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿåìûé õàðàêòåðèñòè-
êàìè îãèáàþùåé ïàêåòà.
Ïóñòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ëè-

íåéíîé ãàðìîíèêîé ñ ìàëîé àìïëèòóäîé (íî íå ïðåíå-
áðåæèìî ìàëîé èç-çà íåëèíåéíîñòè). Ðåøåíèå (3.3) áó-
äåì èñêàòü â âèäå

u = ε(u0 + εu1 + ε2u2 + . . .) (3.4)

(ïîä ìíîãîòî÷èåì ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñëàãàåìûå áîëüøå-
ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè). Çàìåòèì, ÷òî

∂
∂t = ∂

∂T0
+ ε ∂

∂T1
+ ε2 ∂

∂T2
;

∂
∂x = ∂

∂X0
+ ε ∂

∂X1
.

Ïîäñòàâèì (3.4) â (3.3), ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ñ îäè-
íàêîâûìè ñòåïåíÿìè ε è ïðàðàâíÿåì ê íóëþ êîýôôè-
öèåíò ïðè êàæäîé ñòåïåíè ε. Òàêèì îáðàçîì,

∂u0

∂T0
+ ∂3u0

∂X3
0

= 0;
∂u1

∂T0
+ ∂3u1

∂X3
0

+ ∂u0

∂T1
+ 3 ∂3u0

∂X1∂X2
0

= 0;
∂u2

∂T0
+ ∂u1

∂T1
+ ∂u0

∂T2
+ ∂3u2

∂X3
0

+ u2
0
∂u0

∂X0
+ 3 ∂3u0

∂X0∂X2
1

+ 3 ∂3u1

∂X2
0∂X1

= 0.

Ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ áóäåò u0 = a(X1;T1;T2)e
iθ+

a(X1;T1;T2)e
−iθ, ãäå θ = kX0 + ωT0, ω = k3. Ó÷èòûâàÿ

ýòî âûðàæåíèå, çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå â âèäå

∂u1

∂T0
+
∂3u1

∂X3
0

=

(
∂a

∂T1
− 3k2 ∂a

∂X1

)
eiθ−

(
∂a

∂T1
− 3k2 ∂a

∂X1

)
e−iθ
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(÷åðòà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå). Òàê êàê
vg = dω/dk = 3k2, à àìïëèòóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ
ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ, òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,
÷òî

∂u1

∂T0
+
∂3u1

∂X3
0

= 0.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû u1 = 0. Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåòüå
óðàâíåíèå ñèñòåìû. Ïîäñòàâèâ â íåãî ïîëó÷åííûå u0;1,
çàïèøåì åãî â âèäå

∂u2

∂T0
+ ∂3u2

∂X3
0

= −
(
∂a
∂T2
eiθ + ∂a

∂T2
e−iθ

)
−

−ik
(
aeiθ − ae−iθ

) (
aeiθ + ae−iθ

)2 − 3ik
(
∂2a
∂X2

1
eiθ − ∂2a

∂X2
1
e−iθ

)
,

îòêóäà

∂u2

∂T0
+ ∂3u2

∂X3
0

= −ika3e3iθ + ika3e−3iθ−
−
(
∂a
∂T2

+ 3ik ∂2a
∂X2

1
+ ika2a

)
eiθ +

(
∂a
∂T2
− 3ik ∂2a

∂X2
1
− ika2a

)
e−iθ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿëî u2 =
−ika3e3iθ + ika3e−3iθ, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûðàæåíèÿ â
ñêîáêàõ áûëè ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
a(·) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþØð¼-
äèíãåðà10

i
∂a

∂T2
= 3k

∂2a

∂X2
1

+ ka|a|2.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ îãèáàþ-
ùåé âîëíîâîãî ïàêåòà ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ãðóïïû âîëí, îïèñûâàåìîé
íåêîòîðûìè äðóãèìè óðàâíåíèÿìè. Âïåðâûå æå îíî áû-
ëî ïðåäëîæåíî Ý. Øð¼äèíãåðîì äëÿ àíàëèçà êâàíòî-
âûõ ñèñòåì, à èìåííî, äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèö âíóòðè àòîìà. Êðîìå òîãî, îíî ïðèìåíÿåòñÿ â
íåëèíåéíîé îïòèêå.

10Ïðîòèâîðå÷èÿ íå âîçíèêàåò: ðàâåíñòâî íóëþ è ïåðâîãî, è âòîðîãî âûðàæåíèÿ â ñêîá-
êàõ ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà.



Ãëàâà IV. Ìîäåëè,
ñâîäÿùèåñÿ ê óðàâíåíèÿì
ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ïåëè ïåñíþ ñòàðûì ìû êíÿçüÿì,
Ìîëîäûõ íàñòàëî âðåìÿ ñëàâèòü íàì. . .

Ñëîâî î ïîëêó Èãîðåâå
(â ïåðåëîæåíèè Í.À. Çàáîëîöêîãî)

Óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà (íå ðàçðåø¼ííûå îò-
íîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è íå óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè � Êîâàëåâñêîé)
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé ãèä-
ðîäèíàìèêè è ôèçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ. Ïî-âèäèìîìó,
ïåðâîå èññëåäîâàíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ áûëî îïóáëèêî-
âàíî Ñ.Ë. Ñîáîëåâûì â 1954 ãîäó [37]. Îíî áûëî ïîñâÿ-
ùåíî óðàâíåíèþ

∂2

∂t2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

)
+ α2∂

2u

∂x2
3

= 0,

îïèñûâàþùåìó ìàëûå êîëåáàíèÿ âî âðàùàþùåéñÿ æèä-
êîñòè. Çàòåì áûëè âûâåäåíû è èññëåäîâàíû ìíîãèå äðó-
ãèå íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Îá-
ñóäèì çäåñü âûâîä íåñêîëüêèõ òàêèõ óðàâíåíèé.

38
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� 1. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñîñòîÿíèå ïîëó-
ïðîâîäíèêà

Ðàññìîòðèì âûâîä íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ôè-
çèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ.
Êàê èçâåñòíî, çàðÿäû ðàçäåëÿþòñÿ íà

• ñâîáîäíûå (ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ íà ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèå ðàññòîÿíèÿ),

• ñâÿçàííûå (íå ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ íà ìàêðîñêîïè-
÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ).

À ñðåäû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà

• ïðîâîäíèêè (âñå çàðÿäû ñâîáîäíûå),

• äèýëåêòðèêè (âñå çàðÿäû ñâÿçàííûå),

• ïîëóïðîâîäíèêè (ïðèñóòñòâóþò è ñâîáîäíûå, è ñâÿ-
çàííûå çàðÿäû).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé êâàçèñòàöèîíàðíîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

divD = −4πn; (4.1)

rotE = 0; (4.2)

∂n

∂t
= div J +Q, (4.3)

ãäå D � âåêòîð èíäóêöèè ïîëÿ, E � âåêòîð íàïðÿ-
æ¼ííîñòè ïîëÿ, J � âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà ñâîáîäíûõ
çàðÿäîâ, n � êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ, Q �
ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ ñâîáîäíûõ çàðÿ-
äîâ.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâîé ñðåäû âûïîë-

íÿþòñÿ ðàâåíñòâà

D = E + 4πP ; (4.4)

ρ = 4π divP , (4.5)
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ãäå P � âåêòîð ïîëÿðèçóåìîñòè ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü
ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ. Êðîìå òîãî, ââåä¼ì ïîòåíöèàë ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî åñòü òàêóþ ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó ϕ,
÷òî E = −∇ϕ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ.

1. Âî-ïåðâûõ, çàäàíà çàâèñèìîñòü P îò E èëè ρ îò ϕ.

2. Âî-âòîðûõ, çàäàíà çàâèñèìîñòü J îò E, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü:

• àëãåáðàè÷åñêîé, íàïðèìåð, J = σ(|E|)E, ãäå
σ(·) � êîýôôèöèåíò ïðîâîäèìîñòè ñðåäû,

• îïåðàòîðíîé, íàïðèìåð, J(x; t) =
∫ t

0 σ(t−s)E(x; s)ds,
σ(·) ∈ C[0; ∞).

3. Â-òðåòüèõ, çàäàíà çàâèñèìîñòü Q îò ϕ, íàïðèìåð,
Q = |ϕ|qϕ.

Êàê ñâÿçàíû D è E? Îíè âõîäÿò â (4.4), ïðè ýòîì
äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íóæíà ñâÿçü ìåæäó E è P :

P = κ̃E, , (4.6)

ãäå κ̃ � îïåðàòîð, à èìåííî, κ̃f =
∫
R3 κ(x− y)f(y)dy.

Ðàññìîòðèì (4.6) â R3 è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå:

P̂ (k) = κ(k)Ê(k),

ãäå k = (k1; k2; k3) � âîëíîâîé âåêòîð. Ïóñòü κ(·) ∈
C∞(R3). Òîãäà ìîæíî ðàçëîæèòü ýòó ôóíêöèþ â ðÿä
Òåéëîðà:

κ(k) =
∑

16αl6nl; l=1;3

cα1;α2;α3
kα1

1 k
α2
2 k

α3
3 + o (kn1

1 k
n2
2 k

n3
3 ) .

Îáîçíà÷èì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç κ0(k), à î-ìàëûì
ïðåíåáðåæ¼ì. Òîãäà

P̂ (k) ≈ κ0(k)Ê(k).
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Ôîðìàëüíî ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

P (x) =

=
∑

16αl6nl; l=1;3

cα1;α2;α3

(
i ∂
∂x1

)α1
(
i ∂
∂x2

)α2
(
i ∂
∂x3

)α3

E(x).

(4.7)
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ìîäåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó P è
E. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ κ0(k) = A|k|2, A > 0, ÷åìó ñî-
îòâåòñòâóåò P = −A∆E.
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (4.7) âûâåäåíà äëÿ âñåãî ïðî-

ñòðàíñòâà R3, íî ôîðìàëüíî îíà ïðèìåíèìà ê ëþáîé
îáëàñòè Ω ⊂ R3. Ïîýòîìó ïðèìåíèòåëüíî ê Ω (à íå
òîëüêî R3) òîæå ãîâîðÿò î ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåð-
ñèè.
Åù¼ îäíèì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïîëóïðîâîäíè-

êîâóþ ñðåäó, ìîæåò áûòü âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïî-
ëå E0 = const. Îíî âûçûâàåò òîê ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ
J0 = σ0n0(ϕ)E0, ãäå n0(ϕ) � ¾êâàçèñòàöèîíàðíîå¿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ. Âîçüì¼ì ìî-
äåëüíîå ñîîòíîøåíèå n0(ϕ) = a1ϕ+ a2ϕ

2, a1;2 ∈ R. Òî-
ãäà, ïðèìåíÿÿ ñóïåðïîçèöèþ, çàïèøåì (4.3) â âèäå

∂n

∂t
= div

(
J + J0

)
+Q

(ðàçíûå ôàêòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê J è P , ó÷èòûâàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè: J =

∑
Jk, P =

∑
P k).

Ïåðåéä¼ì ê âûâîäó óðàâíåíèé.
Ðàññìîòðèì êðèñòàëëè÷åñêèé ïîëóïðîâîäíèê, çàíè-

ìàþùèé îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöåé: ∂Ω ∈ C(2;δ), δ ∈ (0; 1]. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå
ïðåäïîëîæåíèÿ.

• Ïóñòü ρ/(4π) = P1|ϕ|q1ϕ + P2ϕ, q1 = const > 0,
P1;2 = const > 0, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäèí èç êîýô-
ôèöèåíòîâ P1;2 íå ðàâåí íóëþ. Ñ ó÷¼òîì (4.5) ýòî
çíà÷èò, ÷òî divP = P1|ϕ|q1ϕ+ P2ϕ.
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• Ïóñòü áàçèñ êîîðäèíàò (e1; e2; e3) âûáðàí òàê, ÷òî
âåêòîð âíåøíåãî ïîëÿ íàïðàâëåí ïî ïåðâîé îñè êî-
îðäèíàò: E0 = E0e1.

• Ïóñòü â ïëîòíîñòü òîêà ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ âíîñÿò
âêëàä êàê îïåðàòîðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ J1 = σ1

∫ t
0 h(t−

s)E(x; s)ds, òàê è àëãåáðàè÷åñêàÿ: J2 = σ2E.

• Ïóñòü èñòî÷íèêè çàðÿäîâ èìåþò âèäQ(ϕ) = Q0|ϕ|q2ϕ,
q2 = const > 0, Q0 = const > 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñèñòåìà

divD = −4πn; (4.8)

D = E + 4πP ; (4.9)

E = −∇ϕ; (4.10)

divP = P1|ϕ|q1ϕ+ P2ϕ; (4.11)

∂n

∂t
= div

(
J0 + J1 + J2

)
+Q0|ϕ|q2ϕ, (4.12)

ãäå J0 = σ0n0(ϕ)E0, J1 = σ1

∫ t
0 h(t − s)E(x; s)ds, J2 =

σ2E, n0(ϕ) = a1ϕ+ a2ϕ
2.

Ïîäñòàâèì (4.10) â (4.9): D = −∇ϕ + 4πP . Òîãäà
(4.8) ìîæíî áóäåò çàïèñàòü â âèäå

−∆ϕ+ 4π divP = −4πn.

Ó÷ò¼ì òåïåðü (4.11):

−∆ϕ+ 4π(P1|ϕ|q1ϕ+ P2ϕ) = −4πn⇔

⇔ n =
1

4π
∆ϕ− P1|ϕ|q1ϕ− P2ϕ.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (4.12):

∂

∂t

(
1

4π
∆ϕ− P1|ϕ|q1ϕ− P2ϕ

)
=

2∑
k=0

div Jk +Q0|ϕ|q2ϕ.

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå çíàê äèâåðãåíöèè.
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• Âî-ïåðâûõ,

div J0 = div
(
σ0n0(ϕ)E0

)
= σ0 div

(
(a1ϕ+ a2ϕ

2)E0e1

)
=

= σ0
∂

∂x

(
(a1ϕ+ a2ϕ

2)E0

)
= σ0E0a1

∂ϕ

∂x
+ 2σ0E0a2ϕ

∂ϕ

∂x
;

• âî-âòîðûõ,

div J1 = div

σ1

t∫
0

h(t− s)E(x; s)ds

 =

= −σ1 div

 t∫
0

h(t− s)∇ϕds

 =

= −σ1

 t∫
0

h(t− s)∂
2ϕ

∂x2
ds+

t∫
0

h(t− s)∂
2ϕ

∂y2
ds+

+

t∫
0

h(t− s)∂
2ϕ

∂z2
ds

 =

= −σ1

t∫
0

h(t− s)∆ϕds;

• â-òðåòüèõ,

div J2 = div(σ2E) = −σ2 div∇ϕ = −σ2∆ϕ.

Ïîëîæèì òåïåðü ϕ = ku, x = lx1 è çàòåì çàìåíèì
âåêòîð x1 ñíîâà íà x, ãäå êîýôôèöèåíòû k è l îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè P1 6= 0 è P2 6= 0, òî k = (P2/P1)
1/q1, l =

1/
√

4πP2,

• åñëè P1 = 0 è P2 6= 0, òî k = 1, l = 1/
√

4πP2,

• åñëè P1 6= 0 è P2 = 0, òî k = (4πP1)
−1/q1, l = 1.
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Òîãäà ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïî âðåìåíè, ïðèìåò âèä

k

l2
· ∂
∂t

(∆u− ν1|u|q1u− ν2u) ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ν1;2 ìîãóò áûòü ðàâíû òîëüêî íóëþ
èëè åäèíèöå, ïðè÷¼ì îíè íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåí-
íî. Óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèé íà l2/k
è ñäåëàâ î÷åâèäíûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ, ïî-
ëó÷èì:

∂

∂t
(∆u− ν1|u|q1u− ν2u)− a∂u

∂x
− bu∂u

∂x
+ c∆u+

+

t∫
0

h(t− s)∆uds+ µ|u|q2u = 0.

Ìîæíî ó÷èòûâàòü íå âñå óêàçàííûå ýôôåêòû � òî-
ãäà óðàâíåíèå ïîëó÷èòñÿ áîëåå ïðîñòûì.

Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé èçó÷àþòñÿ:

• Çàäà÷è Êîøè, ãäå x ∈ R3, çàäàíû çíà÷åíèÿ u ïðè
t = 0.

• Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, ãäå x ∈ Ω ⊂ R3, çàäàíû
u|t=0 è u|∂Ω. ×àñòî âñòðå÷àåòñÿ óñëîâèå u|∂Ω = 0,
îçíà÷àþùåå, ÷òî ãðàíèöà ïîëóïðîâîäíèêîâîé ñðå-
äû ÿâëÿåòñÿ çàçåìë¼ííîé è èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé.

� 2. Äðóãèå íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Íàçîâ¼ì è íåñêîëüêî äðóãèõ ìîäåëåé, ñâîäÿùèõñÿ ê
íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíû-
ìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì íåëîêàëüíîå äèññèïàòèâíîå
óðàâíåíèå òèïà Ðîçåíàó�Áþãðåðñà ñ èñòî÷íèêîì. Ïóñòü,
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êàê è ðàíüøå, J � âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà ñâîáîäíûõ çà-
ðÿäîâ, P � âåêòîð ïîëÿðèçóåìîñòè ñðåäû. Ó÷ò¼ì ñëå-
äóþùèå ôàêòîðû. Âî-ïåðâûõ, ïóñòü P = P 1 + P 2, ãäå
P 1 = −a1∆E, a1 > 0 (ñèëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñ-
ïåðñèÿ), P 2 = a2|E|p1−2E, p1 > 2, a2 > 0 (òàê íà-
çûâàåìàÿ êåððîâñêàÿ íåëèíåéíîñòü). Âî-âòîðûõ, ïóñòü
J = J1 + J2, ãäå J1 = σ0(1− |E|p2−2)E, σ0 > 0, p2 > 2,
J2 =

∫ t
0 h(t− s)E(x; s)ds. Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñèñòåìà

divD = −4πn;

D = E + 4πP ;
∂n
∂t = div J ;

P = −a1∆E + a2|E|p1−2E;

J = σ0(1− |E|p2−2)E +
∫ t

0 h(t− s)E(x; s)ds.

(4.13)
Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïàðàãðàôîì, ïðè-
ä¼ì ê óðàâíåíèþ

∂

∂t

(
−∆2u+ ∆u+ ∆p1

u
)
+∆u+

t∫
0

h(t−s)∆uds−∆p2
u = 0,

(4.14)
ãäå ∆p � ïñåâäîëàïëàñèàí, òî åñòü îïåðàòîð, çàäàâàå-
ìûé ïî ïðàâèëó ∆pu = div

(
|∇u|p−2∇u

)
, p > 2.

Âî-âòîðûõ, óðàâíåíèå

∂

∂t
(∆u− u) + α∆u+ βu3 = 0

ìîæåò îïèñûâàòü äàâëåíèå æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå.
Â-òðåòüèõ, íåëèíåéíî-íåëîêàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-

íèé Îñêîëêîâà ñ èñòî÷íèêîì
∂
∂t (∆u− u) + ∆u+

t∫
0

h(t− s)∆uds+ (u;∇)u+

+|u|2u = ∇p;
div u = 0.
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ìîæåò îïèñûâàòü ïîâåäåíèå æèäêîñòè: çäåñü u � âåê-
òîð ñêîðîñòè æèäêîñòè, çàâèñÿùèé îò êîîðäèíàò è âðå-
ìåíè, p � äàâëåíèå. Çàìåòèì, ÷òî îíà ìîæåò áûòü ïåðå-
ïèñàíà êàê ñèñòåìà èç ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûð¼õ
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (òð¼õ ñîñòàâëÿþùèõ u è p).
Â-÷åòâ¼ðòûõ, èçâåñòíû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ âçðûâ-

íîé íåóñòîé÷èâîñòè â àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ:

∂2

∂t2

(
∂2u

∂x2
− u
)

+
∂2

∂t∂x

(
∂u

∂x
−
(
∂u

∂x

)2
)

+
∂2u

∂x2
= 0

è
∂2

∂t2

(
∂2u

∂x2
− u
)

+
∂

∂t

(
u− u2

)
+
∂2u

∂x2
= 0.



Ãëàâà V. Óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â
ýêîíîìèêå

Ïðè ïëàíèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ âàæíî ó÷èòû-
âàòü ñïðîñ íà íèõ, êðîìå òîãî, æåëàòåëüíî ñòèìóëèðî-
âàòü ñïðîñ. Óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ çàâèñèò îò ïëàò¼æå-
ñïîñîáíîñòè íàñåëåíèÿ, ñòîèìîñòè òîâàðà è åãî âàæíî-
ñòè. Áîëüøèå ìàñøòàáû ïîòðåáëåíèÿ òîâàðîâ (îñîáåí-
íî, ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ) ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü íåïðå-
ðûâíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü ïîòðåáèòåëü ïðèîáðåòàåò n âèäîâ òîâàðîâ â
êîëè÷åñòâàõ x1, . . . , xn ïî öåíàì ñîîòâåòñòâåííî p1, . . . , pn.
Â åäèíèöó âðåìåíè îí çàòðà÷èâàåò z äåíåã. Çíà÷èò, èìå-
åò ìåñòî áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå:

n∑
k=1

pkxk = z.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé äâóõ òîâà-
ðîâ: n = 2.

Äëÿ ïîêóïêè îïðåäåë¼ííîãî êîëè÷åñòâà êàæäîãî òî-
âàðà ïîòðåáèòåëü îöåíèâàåò èõ çíà÷èìîñòü. Ñóùåñòâó-
þò êàðäèíàëèñòñêèé (êîëè÷åñòâåííûé) è îðäèíàëèñò-
ñêèé (ïîðÿäêîâûé) ïîäõîäû.

Ïðè êàðäèíàëèñòñêîì ïîäõîäå íà ìíîæåñòâå âñåõ âîç-

47
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ìîæíûõ êîìáèíàöèé êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ çàäàíà ôóíê-
öèÿ ïîëåçíîñòè � êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà æå-
ëàòåëüíîñòè ïðèîáðåòåíèÿ êàæäîãî íàáîðà òîâàðîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè U(x1;x2), çàâèñÿùóþ îò
êîëè÷åñòâ ïåðâîãî è âòîðîãî òîâàðà. Îíà äîëæíà óäî-
âëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà îäíîãî òîâàðà ïðè ïîñòî-
ÿííîì êîëè÷åñòâå äðóãîãî îíà âîçðàñòàåò: MU1 =
∂U
∂x1

> 0, MU2 = ∂U
∂x2

> 0 (ýòè ïðîèçâîäíûå íàçûâà-
þòñÿ ïðåäåëüíûìè ïîëåçíîñòÿìè åäèíèöû ïåðâîãî
èëè âòîðîãî òîâàðà ñîîòâåòñòâåííî11 è ïîêàçûâàþò,
íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ ïîëåçíîñòü íàáî-
ðà ïðè ìàëîì èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà îäíîãî òîâà-
ðà),

• ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà îäíîãî òîâàðà ïðè ïîñòî-
ÿííîì êîëè÷åñòâå äðóãîãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðå-
äåëüíàÿ ïîëåçíîñòü óáûâàåò: ∂MU1

∂x1
= ∂2U

∂x2
1
< 0, ∂MU2

∂x2
=

∂2U
∂x2

2
< 0,

• ëèíèè áåçðàçëè÷èÿ (òî åñòü ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñ-
êîñòè (x1;x2), íà êîòîðûõ U = const) âûïóêëû
âíèç.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè çàäà¼òñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âîçðàñòàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: åñëè U(x1;x2)
� ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, f(·) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ
îäíîãî àðãóìåíòà, òî f(U(x1;x2)) � òîæå ôóíêöèÿ ïî-
ëåçíîñòè. Èíîãäà â ëèòåðàòóðå íàêëàäûâàþò óñëîâèÿ
íà å¼ ïîâåäåíèå â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå äâóõ òîâàðîâ ÷àñòî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà: U = xα1

1 x
α2
2 , α1;2 = const.

11Òðàäèöèîííî â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìíîãîáóêâåííûå îáîçíà-
÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, MU � åäèíûé ñèìâîë, à íå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåëè÷èí.
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Ïðè îðäèíàëèñòñêîì ïîäõîäå íà ìíîæåñòâå âñåõ âîç-
ìîæíûõ êîìáèíàöèé êîëè÷åñòâ ïðîäóêòîâ çàäàíî îòíî-
øåíèå ïîðÿäêà: ïðî ëþáûå äâà íàáîðà ïðîäóêòîâ ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî îäèí èç íèõ ëó÷øå äðóãîãî, õóæå èëè
ðàâíîöåíåí. Îðäèíàëèñòñêèé ïîäõîä ìîæíî íàçâàòü áî-
ëåå îáùèì: â [42, ñ. 57�58] îáñóæäàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îò-
íîøåíèåì ïîðÿäêà, íà êîòîðîì íåëüçÿ ïîñòðîèòü ôóíê-
öèþ ïîëåçíîñòè. Îäíàêî, äëÿ ìîäåëèðîâàíèè ñ ïîìî-
ùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáíåå êàðäèíà-
ëèñòñêèé ïîäõîä.

� 1. Âûâîä óðàâíåíèÿ Ñëóöêîãî

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîòðåáèòåëÿ, êîòîðûé â òå÷åíèå
äíÿ ñîáèðàåòñÿ êóïèòü äâà òîâàðà12 â êîëè÷åñòâàõ x1 è
x2 ïî öåíàì p è q ñîîòâåòñòâåííî, èìåÿ îãðàíè÷åíèå â z
ðóáëåé. Ïóñòü ïðè âûáîðå îí ðóêîâîäñòâóåòñÿ ôóíêöè-
åé ïîëåçíîñòè U = U(x1;x2). Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò
ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (ðèñ. 5.1):

U = U(x1;x2)→ max
x1;x2

;

px1 + qx2 = z;
x1;2 > 0.

Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè U(·), ýòà çàäà÷à äîëæíà
èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ââåä¼ì ôóíêöèþ Ëàãðàí-
æà: L(x1;x2;λ) = U(x1;x2) − λ(px1 + qx2 − z). Îïòè-
ìàëüíûé âåêòîð (x1;x2;λ) îïðåäåëåÿåòñÿ èç óñëîâèé

∂L

∂λ
=
∂L

∂x1
=
∂L

∂x2
= 0,

òî åñòü 
px1 + qx2 = z;
∂U
∂x1
− λp = 0;

∂U
∂x2
− λq = 0.

(5.1)

12Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî òîâàðîâ.
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-

6

x1

x2

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@@

U = const

px1 + qx2 = z

z/p

z/q

Ðèñ. 5.1: Îïòèìàëüíûé âûáîð ïðè áþäæåòíîì îãðàíè÷åíèè.

Ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, çàäàþùèå îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ x1;2 â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè p, q è z, íàçîâ¼ì
ôóíêöèÿìè ñïðîñà: x1;2 = f1;2(p; q; z).

Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà îäíîãî òîâàðà p è
äîõîä ïîòðåáèòåëÿ z ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè âåëè÷èíà-
ìè. Èññëåäóåì âîïðîñ, êàê èõ èçìåíåíèå âëèÿåò íà îï-
òèìàëüíûé âûáîð. Èçìåíåíèå ñïðîñà íà ïåðâûé òîâàð
(x1) ñêëàäûâàåòñÿ èç ýôôåêòà äîõîäà è ýôôåêòà çàìå-
ùåíèÿ. Ýôôåêò äîõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåíåíèå
öåíû îäíîãî òîâàðà ìåíÿåò ðåàëüíûé äîõîä ïîòðåáèòå-
ëÿ, à çíà÷èò, åãî ïîêóïàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü. Ýôôåêò
çàìåùåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåíåíèå öåíû îäíî-
ãî òîâàðà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåò îòíîñèòåëüíûå öåíû
âñåõ òîâàðîâ, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîòðåáèòåëü ìåíÿåò ñâîé
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âûáîð â ïîëüçó îòíîñèòåëüíî ïîäåøåâåâøåãî òîâàðà.
Âûâåäåì óðàâíåíèÿ Ñëóöêîãî, ðàçãðàíè÷èâàþùèå íà-

çâàííûå ýôôåêòû.
Çàïèøåì ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû äëÿ ôóíêöèé ñïðî-

ñà {
dx1 = ∂f1

∂p dp+ ∂f1

∂q dq + ∂f1

∂z dz,

dx2 = ∂f2

∂p dp+ ∂f2

∂q dq + ∂f2

∂z dz
(5.2)

è ïîëíûé äèôôåðåíöèàë äîõîäà:

dz = x1dp+ pdx1 + x2dq + qdx2.

Êàê áûëî ñêàçàíî, ìåíÿåòñÿ òîëüêî öåíà îäíîãî òîâàðà
(p), çíà÷èò, dq = 0. Êðîìå òîãî, âäîëü ëèíèè áåçðàç-
ëè÷èÿ pdx1 + qdx2 = 0, òàê êàê dU = 0 ⇔ ∂U

∂x1
dx1 +

∂U
∂x2
dx2 = 0, à èç îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (5.1) âèäíî,

÷òî ∂U
∂x1

= λp, ∂U
∂x2

= λq. Ñëåäîâàòåëüíî, dz = x1dp.
Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò êîìïåíñàöèîííîå èçìåíåíèå
äîõîäà, òî åñòü òàêîå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîòðåáèòåëþ
ïðè èçìåíåíèè öåíû îñòàâàòüñÿ íà ïðåæíåé ëèíèè áåç-
ðàçëè÷èÿ (ïîëó÷àòü òó æå ñóììàðíóþ ïîëåçíîñòü). Ïî-
ýòîìó ôîðìóëû (5.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå{

dx1 = ∂f1

∂p dp+ x1
∂f1

∂z dp,

dx2 = ∂f2

∂p dp+ x1
∂f2

∂z dp.

Â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñòîÿò èçìåíåíèÿ ñïðîñà
íà òîâàðû ïðè èçìåíåíèè p ïðè óñëîâèè, ÷òî äîõîä ìå-
íÿåòñÿ òàê, ÷òî ïîòðåáèòåëü îñòà¼òñÿ íà òîé æå ëèíèè
áåçðàçëè÷èÿ. Ïðåîáðàçóåì ýòè ôîðìóëû ê âèäó

∂x1

∂p =
(
dx1

dp

)
comp
− x1

∂x1

∂z ,

∂x2

∂p =
(
dx2

dp

)
comp
− x1

∂x2

∂z .

Ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ñëóöêîãî. Îíè
ïîêàçûâàþò, ÷òî âëèÿíèå èçìåíåíèÿ öåíû íà ñïðîñ ìîæ-
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íî ðàçëîæèòü íà äâà ýôôåêòà: ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîò-
âåòñòâóåò èçìåíåíèþ ñïðîñà ïîä âëèÿíèåì òîëüêî èç-
ìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ öåí (òàê íàçûâàåìîìó êîìïåíñè-
ðîâàííîìó èçìåíåíèþ ñïðîñà, ÷òî ïîêàçûâàåò èíäåêñ
¾comp¿), à âòîðîå � èçìåíåíèþ ñïðîñà ïîä âëèÿíèåì
èçìåíåíèÿ òîëüêî ðåàëüíîãî äîõîäà.

Çàìå÷àíèå.Ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ñëóöêîãî â
âèäå 

∂x1

∂p + x1
∂x1

∂z =
(
dx1

dp

)
comp

;

∂x2

∂p + x1
∂x2

∂z =
(
dx2

dp

)
comp

è âû÷èñëèòü ïðàâûå ÷àñòè èç íåêîòîðûõ äðóãèõ ñîîá-
ðàæåíèé. Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êî-
øè: ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè p, ÷òî
ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíûå x1;2(·).

� 2. Ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî (â ñìûñ-
ëå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè U(·)) íàáîðà èç n òîâàðîâ ñ çà-
äàííûì áþäæåòíûì îãðàíè÷åíèåì:

U = U(x1; . . . ;xn)→ max
x1;...;xn

;
n∑
k=1

pkxk = z,

ãäå xk è pk � ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî è öåíà òîâàðà
íîìåð k. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L = U − λ

(
n∑
k=1

pkxk − z

)
.
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå L→ max, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå
∂L
∂xk
≡ ∂U

∂xk
− λpk = 0 ∀k;

∂L
∂λ ≡

n∑
k=1

pkxk − z = 0.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî

λ =
1

pk

∂U

∂xk
∀k.

Ïóñòü MUk = ∂U/∂xk � ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü òî-
âàðà, òî åñòü âåëè÷èíà, ïîêàçûâàþùàÿ, êàê óâåëè÷èò
ïîëåçíîñòü óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà òîâàðà íà åäèíèöó.
Ïðè ýòîì pk ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðåäåëüíûå èçäåðæ-
êè, òî åñòü èçìåíåíèå èçäåðæåê ïðè èçìåíåíèè êîëè÷å-
ñòâà òîâàðà íà åäèíèöó. Çíà÷èò, ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà
èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ¾çàòðàòû�ðåçóëüòàò¿; îí
îäèíàêîâ äëÿ âñåõ òîâàðîâ â îïòèìàëüíîé òî÷êå è ïî-
êàçûâàåò, â êàêîé ìåðå îñëàáëåíèå áþäæåòíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ âëèÿåò íà èçìåíåíèå ïîëåçíîñòè ïðèîáðåòàåìîãî
íàáîðà. Åñëè êîýôôèöèåíò λ âåëèê èëè ìàë, òî ñîîò-
âåòñòâåííî íåáîëüøîå îñëàáëåíèå áþäæåòíîãî îãðàíè-
÷åíèÿ ñèëüíî èëè ñëàáî èçìåíèò äîñòèãàåìóþ âåëè÷èíó
U . Êàæäûé ðóáëü â îïòèìàëüíîé òî÷êå ïðèíîñèò îäè-
íàêîâóþ ïîëåçíîñòü ïðè âëîæåíèè â ëþáîé òîâàð, ïî-
ýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî λ � ¾ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü
äîõîäà¿.
Âîçìîæåí ñëó÷àé êðàåâîãî ìàêñèìóìà, êîãäà ïîòðåá-

ëåíèå îäíîãî èç òîâàðîâ â îïòèìàëüíîé òî÷êå ðàâíî
íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå

∂L

∂xk
=
∂U

∂xk
− λpk 6 0

(íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, êîãäà xk = 0). Òîãäà

pk >
1

λ

∂U

∂xk
=
MUk
λ

.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè öåíà ïðåâûøàåò ïðåäåëüíóþ öåí-
íîñòü äëÿ ïîòðåáèòåëÿ MUk/λ, òî òîâàð íå áóäåò êóï-
ëåí.

� 3. Íåêîòîðûå äðóãèå ìîäåëè

Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà âûøå ïåð-
âîãî ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Êðàòêî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òàêèõ ìîäå-
ëåé.

1. Ïóñòü x = x(t) > 0 � öåíà àêöèè â ìîìåíò âðå-
ìåíè t, ∆Q(x; t) � ÷èñëî àêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòðåçêó [x; x + ∆x] â ìîìåíò t, u(x; t) = ∂Q/∂x

� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àêöèé, Q =
∫ x2

x1
udx �

÷èñëî àêöèé, ïðèîáðåò¼ííûõ ïî öåíàì èç ïðîìå-
æóòêà [x1; x2]. Òîãäà ïëîòíîñòü àêöèé ìîæíî îïè-
ñàòü óðàâíåíèåì

∂u

∂t
= α

∂2

∂x2
(x2u)− β ∂

∂x
(xu)

(α è β � ïîñòîÿííûå).

2. Ïîëîæèì x = x(t) � íàêîïëåíèÿ ñåìüè â ìîìåíò t.
Òîãäà

∂u

∂t
= − ∂

∂x
((c+ F )u) +

1

2

∂2

∂x2
(bu) + f,

ãäå u = u(x; t) � ïëîòíîñòü ñåìåé íà ïðîñòðàí-
ñòâå íàêîïëåíèé, f(x; t) � ÷èñëî ñåìåé, ïîïàâøèõ
íà îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû èç äðóãèõ ÷àñòåé ïðî-
ñòðàíñòâà íàêîïëåíèé, F (x; t) ñîîòâåòñòâóåò äèíà-
ìèêå äîõîäîâ, b(x; t), c(x; t) � ïàðàìåòðû ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ïðîöåññà.
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3. Ìîäåëü Áëýêà�Øîóëñà:

∂w

∂t
+
δ2

2
x2∂

2w

∂x2
+ rx

∂w

∂x
− rw = 0,

ãäå w = w(x; t) � öåíà îïöèîíà, òî åñòü ñîãëàøå-
íèÿ, çàêëþ÷¼ííîãî â ìîìåíò t, î òîì, ÷òî ïîêóïà-
òåëü ñìîæåò â ìîìåíò t∗ > t êóïèòü àêöèþ öåíû
x.



Ãëàâà VI. Òåïëîâûå
âîçìóùåíèÿ â íåëèíåéíûõ
ñðåäàõ

È òîãäà ÿ îòêðûë ñâîþ êíèãó â áîëüøîì ïåðåïë¼òå,
Ãäå íà ïåðâîé ñòðàíèöå ðàñòåíèÿ âèäåí ÷åðò¼æ.

È ÷åðíà è ìåðòâà, ïðîòÿíóëàñü îò êíèãè ê ïðèðîäå
Òî ëè ïðàâäà öâåòêà, òî ëè â í¼ì çàêëþ÷¼ííàÿ ëîæü.

Í.À. Çàáîëîöêèé

Ïåðåéä¼ì îò âûâîäà óðàâíåíèé ê èçó÷åíèþ èõ ñâîéñòâ.
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ, êàê ïðàâèëî, íå óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü îáùåå ðå-
øåíèå, è âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ â òàêèõ íàïðàâëåíèÿõ,
êàê ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé è êà÷åñòâåííûé àíà-
ëèç. Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñïîñîáû ïî-
ñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé è èõ ïðèìåíåíèå ê àíàëèçó
ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì.

� 1. Î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ

Íàçîâ¼ì ïðîñòåéøèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé u = u(x; t).
Ïîä òî÷íûì ðåøåíèåì (èëè ñåìåéñòâîì òî÷íûõ ðåøå-
íèé13) íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

13Îáû÷íî äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðîèòñÿ íå îäíî òî÷íîå ðåøåíèå, à ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èëè ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Çàòåì, åñëè èçó÷àåòñÿ çàäà÷à äëÿ
óðàâíåíèÿ, ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿëèñü.

56
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ïîíèìàåòñÿ ñóæåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ äî òàêîãî, êîòîðîå ìîæíî îïèñàòü àíàëèòè÷åñêè ñ
ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòûõ îáúåêòîâ, ÷åì èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå, òî åñòü âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå è ñïåöè-
àëüíûå ôóíêöèè, íåÿâíûå ôîðìóëû, ðåøåíèÿ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ðåøåíèÿ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

1. Ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû: ïóñòü u(x, t) = f(z),
ãäå z = x− at. Ïîñòîÿííàÿ a ìîæåò èìåòü ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âîëíû. Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì îáûêíî-
âåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî ôóíêöèè f(·). Âåëè÷èíà a îáû÷íî îñòà¼òñÿ ïðî-
èçâîëüíûì ïàðàìåòðîì, õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ íà íå¼ íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè. Ìåòîä ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé x ∈ RN :
ïóñòü z = (α; x) + t, ãäå α � ïîñòîÿííûé âåêòîð
ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.

2. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ14 èìååò ñëåäóþùèå
âàðèàíòû:

• ìóëüòèïëèêàòèâíûé, êîãäà ðåøåíèå èùóò â âè-
äå:

u(x, t) = f(x)g(t), (6.1)

• àääèòèâíûé, êîãäà ðåøåíèå èùóò â âèäå:

u(x, t) = f(x) + g(t). (6.2)

Çäåñü f(·) è g(·) � âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà. Âûáðàííàÿ ïðåäâàðè-
òåëüíàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ (6.1) èëè (6.2) ïîäñòàâëÿ-
åòñÿ â óðàâíåíèå, çàòåì óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ

14Íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ îäíîèì¼ííûì ìåòîäîì èç êóðñà óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè.
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òàê, ÷òîáû îäíà ÷àñòü çàâèñåëà òîëüêî îò x, à äðó-
ãàÿ � òîëüêî îò t. Èç òîãî, ÷òî âûðàæåíèå, çàâèñÿ-
ùåå òîëüêî îò x, òîæäåñòâåííî ðàâíî âûðàæåíèþ,
çàâèñÿùåìó òîëüêî îò t, ñëåäóåò, ÷òî ýòè âûðàæå-
íèÿ ðàâíû ïîñòîÿííîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
äâà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ:
â îäíî âõîäèò òîëüêî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(·), â
äðóãîå � òîëüêî g(·).

3. Ìåòîä àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Ïóñòü u(x, t) = tαθ(η),
ãäå η = xtβ. Ýòà ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìà ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â óðàâíåíèå15, âû÷èñëÿþòñÿ íóæíûå ïðîèç-
âîäíûå, çàòåì ïîñòîÿííûå α è β ïîäáèðàþòñÿ òàê,
÷òîáû ñòåïåíè t, íå âõîäÿùèå â àðãóìåíòû θ(·) è
å¼ ïðîèçâîäíûõ, ñîêðàòèëèñü. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå îòíîñèòåëüíî θ(·).

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä áåãóùåé âîëíû îáû÷íî ïðèìå-
íèì (òî åñòü äà¼ò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ) ê ëþáî-
ìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à äëÿ
óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îáû÷íî (íå
îáÿçàòåëüíî) íå äà¼ò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Äâà äðó-
ãèõ íàçâàííûõ ìåòîäà îáû÷íî (íå îáÿçàòåëüíî) ïðèìå-
íèìû ê óðàâíåíèÿì, ñîäåðæàùèì íå áîëåå òð¼õ ÷ëå-
íîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèìåðàì è êîíòðïðèìåðàì áó-
äåò ïîñâÿùåíî íåñêîëüêî çàäà÷16.

15Â ýòîé ãëàâå íå áóäåì îáñóæäàòü ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñóùåñòâîâàíèåì àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé, êàê îáû÷-
íî äåëàåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Îá èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèÿõ è îá àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõ êàê
î ÷àñòíîì ñëó÷àå èíâàðèàíòíûõ ïîãîâîðèì â ãëàâå XV.

16À èìåííî, ñìîòðèòå çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè �2�8 è çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-
íèÿ �4�9.
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� 2. Çàäà÷à î âëèÿíèè ìãíîâåííîãî ñîñðåäîòî-
÷åííîãî òåïëîâîãî èñòî÷íèêà

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñðåäó: â íåé êîýôôèöèåíò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, à èìåííî, k(u) =
k0u

σ, σ = const > 0. Ïóñòü óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü
c = const, ïëîòíîñòü ρ = const. Çäåñü ïðîöåññ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂u

∂t
= a2 div (uσ∇u) ,

ãäå a2 = k0/(ρc) = const.

Ïóñòü â ýòîé íåëèíåéíîé ñðåäå â ìîìåíò t = 0 â
ïëîñêîñòè x = 0 ìãíîâåííî âûäåëÿåòñÿ òåïëî â êîëè-
÷åñòâå íà åäèíèöó ïëîùàäè Q0. Òåïëîâûå âîçìóùåíèÿ
áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñèììåòðè÷íî â îáå ñòîðîíû îò
íàçâàííîé ïëîñêîñòè. Ýòîò ïðîöåññ ìîäåëèðóåò ñëåäó-
þùàÿ çàäà÷à Êîøè:{

∂u
∂t = a2 ∂

∂x

(
uσ ∂u∂x

)
,

u(x; 0) = Qδ(x),

ãäå Q = Q0/(ρc). Ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ u(x; t) ê íà÷àëü-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè t→ 0 ïîíèìàåòñÿ êàê ñëàáàÿ,
òî åñòü ∀f(·) ∈ C(R) âûïîëíÿåòñÿ lim

t→0+

∫∞
−∞ f(x)u(x; t)dx =

Qf(0).

Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî u → 0 è uσ∂u/∂x → 0 ïðè |x| → ∞. Ïðîèí-
òåãðèðóåì óðàâíåíèå ïî÷ëåííî ïî x ïî âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé:

d

dt

∞∫
−∞

udx = a2uσ
∂u

∂x

∣∣∣∣∞
−∞

= 0,
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îòêóäà âûòåêàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ:

∞∫
−∞

udx = const ∀t > 0,

òî åñòü ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïîñòîÿííà.
À ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîæåì çàïèñàòü áîëåå
îïðåäåë¼ííîå âûðàæåíèå:

∞∫
−∞

udx = Q. (6.3)

Èññëåäóåì àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ: ïóñòü

u = tαθ(η),

ãäå η = xtβ, θ(·) � ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà, α è β
� ïîêà ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Âû÷èñëèì íóæíûå
ïðîèçâîäíûå: âî-ïåðâûõ,

∂u

∂t
= αtα−1θ(η) + tαθ′(η)

∂η

∂t
=

= αtα−1θ(η) + tαθ′(η)βxtβ−1 = tα−1(αθ(η) + βηθ′(η)),

âî-âòîðûõ,

∂u

∂x
= tαθ′(η)

∂η

∂x
= tα+βθ′(η),

ñëåäîâàòåëüíî,

uσ
∂u

∂x
= tσα+α+βθσ(η)θ′(η),

îòêóäà

∂

∂x

(
uσ
∂u

∂x

)
= tσα+α+β d

dη
(θσ(η)θ′(η))

∂η

∂x
=

= tσα+α+2β (θσ(η)θ′(η))
′
,
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è óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

tα−1(αθ(η) + βηθ′(η)) = a2tσα+α+2β (θσ(η)θ′(η))
′
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòåïåíè t, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå ÿâíî,
ñîêðàòèëèñü, íàëîæèì óñëîâèå

α− 1 = σα + α + 2β.

Êðîìå òîãî, âûáåðåì α è β ðàâíûìè, ÷òîáû â ëåâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ áûëà ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ïî η). Òàêèì
îáðàçîì,

α = β = − 1

σ + 2
,

è óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

− 1
σ+2(ηθ)′ = a2(θσ(η)θ′(η))′ ⇔
⇔ − ηθ

σ+2 = a2θσ(η)θ′(η) + const .
(6.4)

Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè, çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà íóëþ, à
çíà÷èò,

d

dη
(θσ) = − ση

a2(σ + 2)
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå è ó÷èòûâàÿ îñîáîå ðåøåíèå
θ = 0, çàïèøåì ðåøåíèå (6.4) â âèäå

θ(η) =

{ (
σ

2a2(σ+2)(η
2
0 − η2)

)1/σ

, |η| < η0;

0, |η| > η0,

ãäå η0 = const > 0. À èìåííî, ýòó âåëè÷èíó ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ
÷àñòü (6.3):

∞∫
−∞

udx =

∞∫
−∞

t−1/(σ+2)θ
(
xt−1/(σ+2)

)
dx =

=

∞∫
−∞

θ(η)dη =

η0∫
−η0

θ(η)dη.
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Çíà÷èò, η0 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

η0∫
−η0

θ(η)dη = Q, (6.5)

êîòîðîå ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëàì Ýéëåðà. Òàêèì îá-
ðàçîì,

u =

 U(t)

(
1−

(
x

x0(t)

)2
)1/σ

, |x| < x0(t);

0, |x| > x0(t),

ãäå

U(t) =

(
ση2

0

2a2(σ + 2)

)1/σ

t−1/(σ+2), x0(t) = η0t
1/(σ+2).

Òàêîå ðåøåíèå èìååò ôðîíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñïðî-
ñòðàíåíèþ òåïëîâîé âîëíû: ðèñ. 6.1.

Ôðîíòû òåïëîâîé âîëíû îòäåëÿþò îáëàñòü, ãäå u >
0, îò íåâîçìóù¼ííîé îáëàñòè (u = 0). Îíè äâèæóòñÿ ñ
êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ:

v(t) =
dx0

dt
=

η0

σ + 2
t−(σ+1)/(σ+2) = O∗

(
t−(σ+1)/(σ+2)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, òåïëîâûå âîçìóùåíèÿ ïðîíèêàþò â ñðå-
äó íåîãðàíè÷åííî äàëåêî, íî ñ çàìåäëåíèåì.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè σ → 0
â ôîðìóëàõ äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ëè-
íåéíîé ñðåäå, èìåþùåé ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè:

u(x; t) =
Q

2
√
πa2t

e−
x2

4a2t .

Â ëèíåéíîé ñðåäå òåïëîâûå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ ìãíîâåííî � ôðîíò âîëíû îòñóòñòâóåò.
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-

6

x

u

t = t1

t = t2 > t1

t = t3 > t2

x0(t3)−x0(t3)

Ðèñ. 6.1: Ôðîíòû òåïëîâîé âîëíû (çàäà÷à Êîøè).

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó çàäà÷ó, èëëþñòðèðóþùóþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå òåïëîâûõ âîëí ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Ïóñòü
íåëèíåéíàÿ ñðåäà çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî x > 0 è
íàãðåâàåòñÿ íà ãðàíèöå ïî ñòåïåííîìó çàêîíó:

∂u
∂t = a2 ∂

∂x

(
uσ ∂u∂x

)
, t > 0, x > 0;

u(x; 0) = 0;

u(0; t) = u0t
1/σ.

(6.6)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå

u =

{
u0t

1/σ
(

1− x
x0(t)

)1/σ

, 0 6 x < x0(t);

0, x > x0(t),
(6.7)

ãäå x0(t) = v0t, v0 =
√
a2uσ0/σ. Òàêèì îáðàçîì, îò

íàãðåòîé ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïëîâàÿ âîëíà,
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ôðîíò êîòîðîé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0: ðèñ. 6.2.

Çàìåòèì, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê èìååò âèä

q = −k0u
σ∂u

∂x
=
k0u

σ+1
0

σv0

(
t− x

v0

)1/σ

è ðàâåí íóëþ ïðè x = v0t.

� 3. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ òåïëîâûõ
âîçìóùåíèé

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëîâûõ âîçìóùåíèé â
íåëèíåéíîé ñðåäå ñ îáú¼ìíûì ïîãëîùåíèåì:{

∂u
∂t = a2 ∂

∂x

(
uσ ∂u∂x

)
− pu, t > 0, x ∈ R,

u(x, 0) = Qδ(x),

ãäå p = const > 0 � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ. Ïî-
ãëîùåíèå ýíåðãèè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âíóòðåííåé
ýíåðãèè ñðåäû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâ-
íåíèå ïî x ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïîëó÷èì:

dI

dt
= −pI,

ãäå I =
∫∞
−∞ udx, I(0) = Q, îòêóäà I(t) = Qe−pt.

Ïîëîæèì u = ve−pt, òîãäà

epσt
∂v

∂t
= a2 ∂

∂x

(
vσ
∂v

∂x

)
.

Ââåä¼ì ïåðåìåííóþ τ = τ(t) = (1−e−pσt)/(pσ). Äàííàÿ
çàìåíà îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî t ∈ R+ íà ìíîæåñòâî
τ ∈ (0; 1/(pσ)). Ïðèõîäèì ê çàäà÷å{ ∂v

∂t = a2 ∂
∂x

(
vσ ∂v∂x

)
, 0 < τ < 1

pσ , x ∈ R,
v(x, 0) = Qδ(x).
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Îíà ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ðàññìîò-
ðåííîé ðàíåå çàäà÷åé î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëîâîãî âîç-
ìóùåíèÿ â íåëèíåéíîé ñðåäå áåç ïîãëîùåíèÿ. Ñóùå-
ñòâåííàÿ ðàçíèöà òîëüêî â òîì, ÷òî çäåñü èíòåðâàë âðå-
ìåíè êîíå÷åí. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü

v(x, τ) =

U(τ)
(

1− x2

x2
0(τ)

)1/σ

, |x| < x0(τ),

0, |x| > x0(τ),

ãäå U(τ) ∼ τ−
1

σ+2 , x0(τ) ∼ τ
1

σ+2 , u = ve−pt. Çíà÷èò, u = 0
áóäåò âíå îáëàñòè |x| < L(t), ãäå

L(t) = Lm
(
1− e−pσt

)1/(σ+2)
, Lm = const .

Òàê êàê sup
t>0

L(t) = Lm < ∞, òî òåïëîâûå âîçìóùåíèÿ

ìîãóò ïðîíèêíóòü â ñðåäó òîëüêî íà êîíå÷íóþ ãëóáèíó:
ðèñ. 6.3.

Çàìåòèì, ÷òî ýôôåêò ëîêàëèçàöèè òåïëà ìîæåò áûòü
ïîëåçåí ïðè îñóùåñòâëåíèè óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåð-
íîãî ñèíòåçà.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ýôôåêò � îñòàíîâèâøóþñÿ íà
êîíå÷íîå âðåìÿ òåïëîâóþ âîëíó. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó:

∂u
∂t = a2 ∂

∂x

(
uσ ∂u∂x

)
, 0 < t < T <∞, x > 0,

u(x, 0) = A0T
−1/σ

(
1− x

x0

)2/σ

, x > 0,

u(0, t) = A0(T − t)−1/σ, 0 < t < T,

(6.8)

ãäå A0 = const > 0, x0 =
√

2Aσ
0a

2(σ + 2)/σ. Ïàðàìåòð
T íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì îáîñòðåíèÿ, òàê êàê lim

t→T−0
|u(0, t)| =

∞.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå â
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ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ:

u(x, t) =

A0(T − t)−1/σ
(

1− x
x0

)2/σ

, 0 6 x < x0,

0, x > x0

(6.9)
(ïðè t ∈ [0; T )). Òàê êàê u(x, t) = 0 ∀x > x0, òî íåïî-
äâèæíûé ôðîíò âîçìóùåíèÿ x = x0 îòäåëÿåò íàãðåòóþ
ñðåäó îò õîëîäíîé: ðèñ. 6.4.
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-

6

x

u

0 < σ < 1:

-

6

x

u

σ = 1:

-

6

x

u

σ > 1:

6

t = t1

6

t = t2 > t1

6

t = t3 > t2

@
@
@
@

@
@
@
@
@
@
@
@

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@6

t = t1

6

t = t2 > t1

6

t = t3 > t2

6

t = t1

6

t = t2 > t1

6

t = t3 > t2

Ðèñ. 6.2: Ôðîíòû òåïëîâîé âîëíû (çàäà÷à íà ëó÷å).
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Ðèñ. 6.3: Îáëàñòü òåïëîâûõ âîçìóùåíèé D.
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t = t1

6

t = t2 > t1

6

t = t3 > t2

x0

Ðèñ. 6.4: Îñòàíîâèâøàÿñÿ òåïëîâàÿ âîëíà (ñëó÷àé σ = 2).



Ãëàâà VII. Àíàëèç
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�
Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà

Çäåñü áûë îñîáîé æèçíè îïûò,
Îñîáûé äóõ, îñîáûé òîí.

Çäåñü ðå÷ü áûëà êàê êîíñêèé òîïîò,
Êàê ñòóê ìå÷åé, êàê êîïèé çâîí.

Í.À. Çàáîëîöêèé

À.Í. Êîëìîãîðîâ, È.Ã. Ïåòðîâñêèé è Í.Ñ. Ïèñêóíîâ
â 1937 ãîäó ñâåëè çàäà÷ó âûòåñíåíèÿ îäíîãî áèîëîãè-
÷åñêîãî âèäà äðóãèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ ku(1− u),

ãäå x ∈ R, t > 0, u(x; t) = N(x; t)/Nm ∈ [0; 1] � ïëîò-
íîñòü îñîáåé ïîïóëÿöèè, N(x; t) � êîëè÷åñòâî îñîáåé
ïðè äàííûõ x è t, Nm � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îñî-
áåé, êîòîðîå ìîæåò îáåñïå÷èòü ñðåäà, k = const.

Ïóñòü ïðè t = 0

u =

{
0, x < a,

1, x > b > a,

u ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 ê 1 ïðè a 6 x 6 b. (Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå a = b ðàñïðåäåëåíèå ïåðåõîäèò â
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ôóíêöèþ Õýâèñàéäà.) Âñëåäñòâèå ãåíåðàöèè è äèôôó-
çèè îáëàñòü ïëîòíîñòåé, áëèçêèõ ê åäèíèöå, áóäåò ðàñ-
ïðîñòðàíÿòüñÿ ñïðàâà íàëåâî, óâåëè÷èâàÿ òåððèòîðèþ,
çàíÿòóþ äîìèíàíòíûìè îñîáÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà êîíöåíòðàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïåðåõîäíîé çîíå, ãäå 0 < u < 1,

áóäåò ñòàöèîíàðíûé ïðîôèëü âîëíû. Äëÿ åãî îïðåäåëå-
íèÿ ðàññìîòðèì ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû: u(x, t) =
θ(z), z = x + σt, ãäå σ = const > 0 � ñêîðîñòü âîëíû.
Òîãäà äëÿ θ = θ(z) ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå

σ
dθ

dz
=
d2θ

dz2
+ kθ(1− θ).

Äîïîëíèì åãî óñëîâèÿìè

lim
z→−∞

θ = 0, lim
z→∞

θ = 1, lim
|z|→∞

∣∣∣∣dθdz
∣∣∣∣ = 0. (7.1)

Ïîíèçèì ïîðÿäîê, ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííîé p = dθ/dz.
Òîãäà

p
dp

dθ
= σp− kθ(1− θ),

îòêóäà
dp

dθ
=
σp− kθ(1− θ)

p
.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îñîáûå òî÷êè (0; 0) è (1; 0).
Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äîëæíà ëåæàòü â ïîëîñå 0 6 θ 6
1 è íå ïåðåñåêàòü îñü θ âíå íàçâàííîé ïîëîñû (ðèñ. 7.1).
Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ìîæåò ñó-

ùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè σ > 2
√
k. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

ïðè θ → 0 êðèâóþ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðÿìîé
p = aθ, a = const > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëèíåàðèçóåì
óðàâíåíèå, ïðåíåáðåãàÿ êâàäðàòè÷íûì ÷ëåíîì:

dp

dθ
≈ σp− kθ

p
.
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-

6

θ

p

1

Ðèñ. 7.1: Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ p = p(θ).

Ïîäñòàâèâ ñþäà p = aθ, ïîëó÷èì: a = σ − k/a ⇔ a2 −
σa+k = 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå ðåøå-
íèÿ a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ2 > 4k ⇔ σ > 2

√
k.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè σ ∈ (0; 2
√
k) èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ âûéäåò èç ïîëîñû 0 6 θ 6 1.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðè σ > 2

√
k âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (7.1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé
èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ p = aθ + o(θ) ïðè θ → 0 è
p = c(1 − θ) + o(1 − θ) ïðè θ → 1, ãäå a = const > 0,
c = const > 0. Òàê êàê p = dθ/dz, òî

z − z0 =

θ∫
θ0

dθ

p(θ)
(0 < θ0 < 1).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ó÷¼òîì íàçâàííûõ àñèìïòîòèê ïî-
ëó÷àåì, ÷òî lim

θ→0
z = −∞, lim

θ→1
z = ∞. Êàê ïîêàçàíî

Êîëìîãîðîâûì, Ïåòðîâñêèì è Ïèñêóíîâûì, âîëíà, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñ ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ σ = σ0 =
2
√
k, îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè. À èìåííî, ëþ-

áîé íà÷àëüíûé ïðîôèëü u(x; 0) = f(x) , óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèÿì 0 6 f(x) 6 1, f(∞) = 1, f(−∞) = 0,
f ′(x) > 0, ïî èñòå÷åíèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè
ïðèíèìàåò ôîðìó ñòàöèîíàðíîãî ïðîôèëÿ, èìåþùåãî
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ñêîðîñòü σ0. Ýòà ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

σ0
dθ

dz
=
d2θ

dz2
+ kθ(1− θ)

ñ óñëîâèÿìè (7.1). Àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-
÷è â îáùåì ñëó÷àå íå íàéäåíî � îíà ðåøàåòñÿ ÷èñëåí-
íî. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè çíà÷åíèè σ = 5

√
k/6 ≈

1, 02σ0 ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè-
÷åñêè. Ïîëîæèì

w =

(
eαz

1 + eαz

)ν
=
(
1 + e−αz

)−ν
.

Òîãäà
dw

dz
= να

(
1 + e−αz

)−ν−1
e−αz.

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7.1) ïðè α > 0,
ν > 0. Çàìåòèì, ÷òî e−αz = w−1/ν − 1, ñëåäîâàòåëüíî,

dw

dz
= αν

(
w−1/ν − 1

)
w(ν+1)/ν = −ανw

(
w1/ν − 1

)
,

îòêóäà

d2w

dz2
= α2ν(ν + 1)w

(
w1/ν − 1

)(
w1/ν − ν

ν + 1

)
.

Ââåä¼ì îïåðàòîð L = σ d
dz −

d2

dz2 . Òîãäà

Lw = −ανσw(w1/ν − 1)−
−α2ν(ν + 1)w

(
w1/ν − 1

) (
w1/ν − ν

ν+1

)
=

= −α2ν(ν + 1)w
(
w1/ν − 1

) (
w1/ν + A

)
,

ãäå

A =
σ

α(ν + 1)
− ν

ν + 1
.

Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

Lw = kw(1− w). (7.2)
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü A =
1⇔ σ = α(2ν + 1). Òîãäà (7.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Lw ≡ α2ν(ν + 1)w(1− w2/ν) = kw(1− w).

Ïóñòü 2/ν = 1, α2ν(ν + 1) = k, îòêóäà ν = 2, σ = 5α,
k = 6α2, òî åñòü α =

√
k/6, σ = 5

√
k/6, ν = 2. Çíà÷èò,

θ(z) = w(z) =
(

1 + e−
√
k/6z
)−2

áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ θ(·).



Ãëàâà VIII.
Ìíîãîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà

Åù¼ çàðÿ íå âñòàëà íàä ñåëîì,
Åù¼ ëåæàò â ñàäó äåñÿòêè òåíåé,
Åù¼ áëèñòàåò ëóííûì ñåðåáðîì

Çàì¼ðçøèé ìèð äåðåâüåâ è ðàñòåíèé.

Í.À. Çàáîëîöêèé

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ îáñóäèì ìåòîäû íåÿâíîé
ëèíåàðèçàöèè, ïîçâîëÿþùèå ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëî-
âèÿõ ñâåñòè íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ê ëèíåéíîé, è îñíîâû
òåîðèè ñîëèòîíîâ. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì çäåñü,
êàê ïîñòðîèòü îäíî- è äâóõñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ¾âðó÷íóþ¿, è êàêîâû èõ õà-
ðàêòåðíûå îñîáåííîñòè.

Â 1965 ãîäó Ì. Êðóñêàë è Ì. Çàáóñêè â õîäå ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà èññëåäîâàëè åãî ðåøåíèå, îïè-
ñûâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ áåãóùèõ âîëí. Áûëî
çàìå÷åíî, ÷òî áûñòðàÿ âîëíà äîãîíÿåò ìåäëåííóþ, ïðî-
õîäèò ñêâîçü íå¼, è çàòåì îíè ïðîäîëæàþò äâèæåíèå,
ñîõðàíèâ ñêîðîñòü è ôîðìó. Ïîäîáíûé ïðîöåññ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âîëí íàïîìèíàåò óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå ÷à-
ñòèö. Ïîýòîìó òàêèå óåäèí¼ííûå âîëíû ïîëó÷èëè íà-
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çâàíèå ñîëèòîíîâ � ñëîâî, îáðàçîâàííîå îò àíãëèéñêîãî
¾solitary¿ (óåäèí¼ííûé) è ñîçâó÷íîå íàçâàíèÿì ìíîãèõ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (ïðîòîí, ýëåêòðîí è òàê äàëåå).

Îïèøåì ñîëèòîí àíàëèòè÷åñêè. Ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ñ åäèíè÷íûì êîýôôèöèåíòîì:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0.

Ïîëîæèì

u = 12
∂2 lnF

∂x2
= 12

(
F ′x
F

)′
x

= 12 ·
FF ′′x2 − F ′x

2

F 2
. (8.1)

Âû÷èñëèâ íóæíûå ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâèâ â óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì:

∂2

∂t∂x

(
F ′x
F

)
+

1

2

∂

∂x

12 ·

(
F ′′x2F − F ′x

2
)2

F 4

+

+
∂3

∂x3

(
F ′′x2F − F ′x

2

F 2

)
= 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå ïî x, ïîëîæèâ ïîñòîÿííóþ
èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîé íóëþ:

∂

∂t

(
F ′x
F

)
+6 ·

(
F ′′x2F − F ′x

2
)2

F 4
+
∂2

∂x2

(
F ′′x2F − F ′x

2

F 2

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F 2 (F ′′xtF − F ′xF ′t) + 6
(
F ′′x2F − F ′x

2
)2

+

+F 4 ∂
2

∂x2

(
F ′′x2

F
−
(
F ′x
F

)2
)

= 0.
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Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì:

F 3F ′′xt − F 2F ′xF
′
t + 6F 2F ′′x2

2 + 6F ′x
4−

−12FF ′x
2F ′′x2 + F 3F IV

x4 − 4F 2F ′xF
′′′
x3 − 3F 2F ′′x2

2+

+12FF ′x
2F ′′x2 − 6F ′x

4 = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî

F 3F ′′xt − F 2F ′xF
′
t + 3F 2F ′′x2

2
+ F 3F IV

x4 − 4F 2F ′xF
′′′
x3 = 0,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî

FF ′′xt − F ′xF ′t + 3F ′′x2
2

+ FF IV
x4 − 4F ′xF

′′′
x3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

F ∂
∂x

(
F ′t + F ′′′x3

)
− F ′x

(
F ′t + F ′′′x3

)
+

+3
(
F ′′x2

2 − F ′xF ′′′x3

)
= 0.

(8.2)

Ïîäáåð¼ì òàêóþ ôóíêöèþ F , ÷òîáû êàæäîå èç âûðà-
æåíèé â ñêîáêàõ îáðàòèëîñü â íóëü. Ïóñòü F = 1 + f ,
f = e−θ, θ = α(x− s) + βt, òîãäà

F ′x = −αe−θ, F ′′x2 = α2e−θ, F ′′′x3 = −α3e−θ, Ft = −βe−θ.

Çíà÷èò, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà{
−βe−θ − α3e−θ = 0;
α4e−2θ − (−α)e−θ(−α)3e−θ = 0.

Ïåðâîå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ β = −α3, à âòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ òîæäåñòâîì. Çíà÷èò, F = 1 + f = 1 + e−α(x−s)+α3t,
à ñëåäîâàòåëüíî,

u = 12

(
F ′′x2

F
−
(
F ′x
F

)2
)

=

= 12 · (1 + f)α2f − α2f 2

(1 + f)2
=

12α2f

(1 + f)2
,
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òî åñòü

u = 12α2

(
1

eθ/2 + e−θ/2

)
=

3α2

ch2 θ
2

.

Ïóñòü A = 3α2, 2
α = ∆, v = A/3 = α2, òîãäà

u = A ch−2

(
x− s− vt

∆

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî îäíîñîëèòîííîå ðåøåíèå,
òî åñòü ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óåäèí¼íííîé âîëíå,
â êîòîðîé ¾ôàçà¿ s � êîîðäèíàòà ìàêñèìóìà ïðè t = 0.
Ýòà âîëíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé A è
ôàçîé s, è äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷å-
íèå Sol(A; s).

Ïîñòðîèì òåïåðü áîëåå ñëîæíîå ðåøåíèå. Èñïîëüçó-
åì ìåòîä âîçìóùåíèé: ïóñòü F = 1+εF (1) +ε2F (2) + . . .,
ãäå ε � ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð, ïîëàãàåìûé ðàâíûì
1 ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â
(8.2), ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè áîëüøåãî ïîðÿäêà (ïîçæå
ïîÿñíèì, ïî÷åìó ýòî êîððåêòíî):(

1 + εF (1) + ε2F (2)
)
×

×
(
ε∂

2F (1)

∂t∂x + ε∂
4F (1)

∂x4 + ε2 ∂2F (2)

∂t∂x + ε2 ∂4F (2)

∂x4

)
−

−
(
ε∂F

(1)

∂x + ε2 ∂F (2)

∂x

)
×

×
(
ε∂F

(1)

∂t + ε2 ∂F (2)

∂t + ε∂
3F (1)

∂x3 + ε2 ∂3F (2)

∂x3

)
+

+3
(
ε∂

2F (1)

∂x2 + ε2 ∂2F (2)

∂x2

)2

−

−3
(
ε∂F

(1)

∂x + ε2 ∂F (2)

∂x

)
·
(
ε∂

3F (1)

∂x3 + ε2 ∂3F (2)

∂x3

)
= 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèìåíèì ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ
êîýôôèöèåíòîâ. ×ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïåðâîé è
âòîðîé ñòåïåíÿì ε, äàäóò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå
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ðàâåíñòâà:
∂
∂x

(
∂F (1)

∂t + ∂3F (1)

∂x3

)
= 0;

∂
∂x

(
∂F (2)

∂t + ∂3F (2)

∂x3

)
+ F (1) ∂

∂x

(
∂F (1)

∂t + ∂3F (1)

∂x3

)
−

−∂F (1)

∂x

(
∂F (1)

∂t + ∂3F (1)

∂x3

)
+ 3

(
∂2F (1)

∂x2

)2

− 3∂F
(1)

∂x
∂3F (1)

∂x3 = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû è âîçü-
ì¼ì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîé íóëþ. Òîãäà
âòîðîå ìîæíî óïðîñòèòü, è ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä: 

∂F (1)

∂t + ∂3F (1)

∂x3 = 0;
∂
∂x

(
∂F (2)

∂t + ∂3F (2)

∂x3

)
=

= −3

((
∂2F (1)

∂x2

)2

− ∂F (1)

∂x
∂3F (1)

∂x3

)
.

(8.3)

Ïîÿñíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü ôóíêöèè F (1)

è F (2) è îòáðàñûâàåì ÷ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà, òàê êàê
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â óðàâíåíèÿõ îòíîñèòåëüíî F (k),
àíàëîãè÷íûõ (8.3), ïðàâûå ÷àñòè áóäóò ðàâíû íóëþ ïðè
k > 2. Çíà÷èò, ýòè ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü íóëåâûìè.
Ïóñòü F (1) = f1 + f2, ãäå fk = e−αk(x−sk)+α3

kt, òîãäà
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8.3) âûïîëíåíî, òàê êàê îíî
ëèíåéíî, è êàæäàÿ ôóíêöèÿ fk åìó óäîâëåòâîðÿåò. Âòî-
ðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

∂

∂x

(
∂F (2)

∂t
+
∂3F (2)

∂x3

)
= 3α1α2(α2 − α1)

2f1f2. (8.4)

Áóäåì èñêàòü F (2) â âèäå F (2) = Bf1f2, B = const.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

∂F (2)

∂t
= (α3

1 + α3
2)Bf1f2,

∂3F (2)

∂x3
= −(α1 + α2)

3Bf1f2,
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îòêóäà

∂

∂x

(
∂F (2)

∂t
+
∂3F (2)

∂x3

)
= 3α1α2(α1 + α2)

2Bf1f2.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (8.4):

3α1α2(α1 + α2)
2Bf1f2 = 3α1α2(α2 − α1)

2f1f2,

îòêóäà

B =

(
α2 − α1

α2 + α1

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

F = 1 + f1 + f2 +

(
α2 − α1

α2 + α1

)2

f1f2

ÿâÿëåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.2).
Âåðí¼ìñÿ ê ôóíêöèè u: ôîðìóëó (8.1) ìîæíî ïðèâå-

ñòè ê âèäó

u =

= 12α
2
1f1+α2

2f2+2(α2−α1)2f1f2+B(α2
2f

2
1 f2+α2

1f1f
2
2 )

(1+f1+f2+Bf1f2)2

(8.5)

Ýòî ðåøåíèå ïîõîæå íà ñîëèòîí, êîãäà êàêàÿ-òî èç ôóíê-
öèé f1 è f2 âåëèêà èëè ìàëà:

1. ïóñòü f2 → 0, f1 ≈ 1, òîãäà

u→ 12
α2

1f1 + 0

(1 + f1)2
=

12α2
1f1

(1 + f1)2
= Sol(A1; s1);

2. ïóñòü f2 →∞, f1 ≈ 1, òîãäà

u =

= 12α
2
1f1f

−2
2 +α2

2f
−1
2 +2(α2−α1)2f1f

−1
2 +B(α2

2f
2
1 f
−1
2 +α2

1f1)

((1+f1)f−1
2 +1+Bf1)2 →

→ 12 Bα2
1f1

(1+Bf1)2 .

Îäíàêî, Bf1 = Be−α1(x−s1)+α3
1t = e

−α1

(
x−s1− lnB

α1

)
+α3

1t,
ïîýòîìó u ïðèáëèæàåòñÿ ê Sol (A1, s1 + lnB/α1) �
ñîëèòîíó ñî ñäâèãîì ôàçû.
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Ïðè f1 ≈ f2 ñîëèòîíû âçàèìîäåéñòâóþò â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (8.5). Îòáðîñèì ñëó÷àè, êîãäà f1 è f2 îáå ìàëû
èëè îáå âåëèêè, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ u ≈ 0. Äåéñòâè-
òåëüíî:

1. ïóñòü f1,2 → 0, òîãäà, î÷åâèäíî, u→ 0;

2. ïóñòü f1,2 → ∞, òîãäà, ïîëîæèâ q1,2 = 1/f1,2, óáå-
äèìñÿ, ÷òî

u = 12
α2

1q
−1
1 +α2

2q
−1
2 +2(α2−α1)2q−1

1 q−1
2 +B(α2

2q
−2
1 q−1

2 +α2
1q
−1
1 q−2

2 )

(1+q−1
1 +q−1

2 +Bq−1
1 q−1

2 )
2 =

= 12α
2
1q1q

2
2+α2

2q
2
1q2+2(α2−α1)2q1q2+B(α2

2q2+α2
1q1)

(B+q1q2+q2+q1)2 → 0.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè α2 > α1 > 0, s1 > s2,
òàê ÷òî áûñòðûé ñîëèòîí èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ ëåâåå
ìåäëåííîãî, äîãîíÿÿ åãî. Ïðè t → −∞ îáëàñòè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ íåò (ðèñ. 8.1). Âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = α2
2s1−α2

1s2

α2
2−α2

1
â ìîìåíò âðåìåíè

t = τ = s1−s2

α2
2−α2

1
. Ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ñíîâà îáðàçóþòñÿ

äâà ñîëèòîíà ñ òåìè æå àìïëèòóäàìè è ñêîðîñòÿìè, íî
ñ äðóãèìè ôàçàìè: áûñòðûé ïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíûé

ñäâèã âïåð¼ä íà 1
α2

ln
(
α2+α1

α2−α1

)2

, à ìåäëåííûé � ñäâèã

íàçàä íà 1
α1

ln
(
α2+α1

α2−α1

)2

(ðèñ. 8.2).
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-

6

x

u

6

?

6

?

A2

A1

-

-

v2

v1

Ðèñ. 8.1: Äâà ñîëèòîíà ïðè t→ −∞.

-

6

x

u

6

?

6

?

A2

A1

-

-

v2

v1

Ðèñ. 8.2: Äâà ñîëèòîíà ïðè t→∞.



Ãëàâà IX. Ìåòîäû íåÿâíîé
ëèíåàðèçàöèè

Ïîýçèÿ ñðîäíè íàóêå.
È â íåé è ðàäîñòè, è ìóêè

Ìåëüêàþò áûñòðîé ÷åðåäîé.
Ñîâñåì íå äëÿ íå¼ ïîêîé.

Â.À. Èëüèí

Ðàññìîòðèì ìåòîäû îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, îñ-
íîâàííûå íà ¾íåÿâíîé¿ ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ: âìå-
ñòî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èçó÷àåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
ïåðåîïðåäåë¼ííàÿ ñèñòåìà äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò òîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ
áûëà â ðîëè íåèçâåñòíîé â èñõîäíîì óðàâíåíèè. Ïðè
ýòîì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ïðèâîäèò ê èñõîä-
íîìó óðàâíåíèþ.

� 1. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïàðàõ Ëàêñà

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂u

∂t
= F [u] (9.1)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(x; t), â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü
çàâèñèò ÿâíî òîëüêî îò ôóíêöèè u è å¼ ïðîèçâîäíûõ ïî
x. Ââåä¼ì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ:

Lϕ = λϕ, (9.2)

82
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ãäå L � ñòàöèîíàðíîå âûðàæåíèå17, à λ � ñïåêòðàëü-
íûé ïàðàìåòð, è

∂ϕ

∂t
= −Mϕ. (9.3)

Ñèñòåìà èç óðàâíåíèé (9.2) è (9.3) ïåðåîïðåäåëåíà, ñëå-
äîâàòåëüíî, íàäî âûâåñòè óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè. Äëÿ
ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (9.2) ïî t:

L′tϕ+ Lϕ′t = λϕ′t.
18

Ñ ó÷¼òîì (9.3) ïîëó÷èì:

L′tϕ− LMϕ = −λMϕ.

À òàê êàê λMϕ = Mλϕ = MLϕ, òî ïðèõîäèì ê óñëî-
âèþ

L′tϕ = LMϕ−MLϕ⇔ ∂L

∂t
= [L;M ]. (9.4)

Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû L è M îáðàçóþò ïà-
ðó Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèÿ (9.1), åñëè óñëîâèå (9.4) ðàâ-
íîñèëüíî óðàâíåíèþ (9.1). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà Ëàê-
ñà ïîçâîëÿåò ñâåñòè àíàëèç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ê
àíàëèçó ñèñòåìû áîëåå ïðîñòûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð M îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî:
åãî ìîæíî çàìåíèòü íà M + p(t), ãäå ôóíêöèÿ îäíîãî
àðãóìåíòà p(·) ïðîèçâîëüíà19.
Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

1. Óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

u′t + u′′′x3 − 6uu′x = 0

ñîîòâåòñòâóåò ïàðà Ëàêñà

L = u− ∂2

∂x2
, M = 4

∂3

∂x3
− 6u

∂

∂x
− 3

∂u

∂x
+ p(t), 20

17Òî åñòü íå ñîäåðæàùåå ÿâíî îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.
18Âûðàæåíèå L′t îïðåäåëåíî è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî íóëþ, òàê êàê êîýôôèöèåíòû

îïåðàòîðà L ìîãóò çàâèñåòü îò t.
19Òî åñòü ê îïåðàòîðó M ïðèáàâëÿåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà p(t).
20Íå ñëåäóåò ïóòàòü îïåðàòîðû ∂

∂x
(äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x) è ∂u

∂x
(óìíîæåíèå íà

ïðîèçâîäíóþ u ïî x).
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à ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

ϕ′′x2 + (λ− u)ϕ = 0;

ϕ′t + 4ϕ′′′x3 − 6uϕ′x − 3u′xϕ+ p(t)ϕ = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ,

LMϕ = −4ϕVx5 + 10uϕ′′′x3 + (15u′x − p(t))ϕ′′x2+

+(12u′′x2 − 6u2)ϕ′x + (3u′′′x3 − 3uu′x + up(t))ϕ,

âî-âòîðûõ,

MLϕ = −4ϕVx5 + 10uϕ′′′x3 + (15u′x − p(t))ϕ′′x2+

+(12u′′x2 − 6u2)ϕ′x + (4u′′′x3 − 9uu′x + up(t))ϕ,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ ïðîèçâîëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

[L;M ] = −u′′′x3 + 6uu′x, L
′
t = u′t.

Ó÷èòûâàÿ (9.4), ïîëó÷èì óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà.

2. Â ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ (9.2) è (9.3) ôóíêöèÿ ϕ

ìîæåò áûòü âåêòîðíîé. Óðàâåíåíèþ sh�Ãîðäîíà

∂2u

∂t∂x
= 4a shu

ñîîòâåòñòâóåò ïàðà Ëàêñà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè
ϕ = (ϕ1;ϕ2)

T âèäà

L =

(
0 ∂

∂x + u′x
2

∂
∂x −

u′x
2 0

)
, M =

a

λ

(
0 eu

e−u 0

)
.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä. Ââåä¼ì äâå ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

ϕ′x = Pϕ (9.5)
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è

ϕ′t = Qϕ, (9.6)

ãäå ϕ ∈ Rn, P,Q ∈ Rn×n. Èõ ïðàâûå ÷àñòè äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè. ×òîáû íàéòè
åãî, ïðîäèôôåðåíöèðóåì (9.5) ïî t, (9.6) � ïî x, çà-
òåì èñêëþ÷èì ϕ′′xt, à ϕ

′
x è ϕ

′
t âûðàçèì èç (9.5) è (9.6).

Ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó

P ′t −Q′x + [P ;Q] = 0.

Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû P åñòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
Q.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2: ϕ = (ϕ1;ϕ2)
T . Ïóñòü (9.5)

èìååò âèä 
∂ϕ1

∂x
= −iλϕ1 + fϕ2;

∂ϕ2

∂x
= gϕ1 + iλϕ2,

(9.7)

ãäå f(·) è g(·) � ôóíêöèè îò x è t. Ñèñòåìó (9.6) âîçü-
ì¼ì â âèäå 

∂ϕ1

∂t
= Aϕ1 +Bϕ2;

∂ϕ2

∂t
= Cϕ1 +Dϕ2,

(9.8)

ãäå A(·), B(·), C(·), D(·) � ôóíêöèè îò x, t, λ, êîòî-
ðûå íàäî îïðåäåëèòü. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (9.7) ïî t,
(9.8) � ïî x, çàòåì èñêëþ÷èì ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå.
Òàêèì îáðàçîì,

A′x = Cf − Bg;

B′x + 2iλB = f ′t − (A−D)f ;

C ′x − 2iλC = g′t + (A−D)g;

−D′x = Cf − Bg.

Äëÿ ïðîñòîòû âîçüì¼ì D = −A, òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò
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âèä 
A′x = Cf − Bg;

B′x + 2iλB = f ′t − 2Af ;

C ′x − 2iλC = g′t + 2Ag.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïî-
ëó÷èòü íå óäà¼òñÿ � áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ â
âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ïî λ.
Ïðîñòåéøèå ðàçëîæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íåòðèâèàëü-

íûì ðåçóëüòàòàì, � êâàäðàòè÷íûå: ïóñòü
A = A2λ

2 + A1λ+ A0;

B = B2λ
2 +B1λ+B0;

C = C2λ
2 + C1λ+ C0.

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ñèñòåìó è ñãðóïïèðóåì
÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè λ:

λ2
(
∂A2

∂x − C2f +B2g
)

+ λ
(
∂A1

∂x − C1f +B1g
)

+

+∂A0

∂x − C0f +B0g = 0;

2iλ3B2 + λ2
(
∂B2

∂x + 2iB1 + 2A2f
)

+

+λ
(
∂B1

∂x + 2iB0 + 2A1f
)

+ ∂B0

∂x + 2A0f − ∂f
∂t = 0;

−2iλ3C2 + λ2
(
∂C2

∂x − 2iC1 − 2A2g
)

+

+λ
(
∂C1

∂x − 2iC0 − 2A1g
)

+ ∂C0

∂x − 2A0g − ∂g
∂t = 0.

Ðàâåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàâíû íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè êàæäîé ñòå-
ïåíè λ. Èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè λ3 ïîëó÷èì, ÷òî B2 =
C2 = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷èì èç êîýôôèöèåíòîâ
ïðè λ2: A2 = a = const, B1 = iaf , C1 = iag. Òîãäà
èç êîýôôèöèåíòà ïðè λ â ïåðâîì óðàâíåíèè ïîëó÷èì:
A1 = const. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì A1 = 0. Èç
êîýôôèöèåíòîâ ïðè λ â äâóõ äðóãèõ óðàâíåíèÿõ íàé-
ä¼ì: B0 = −af ′x/2, C0 = ag′x/2. Èç ñâîáîäíîãî ÷ëå-
íà â ïåðâîì óðàâíåíèè, ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî è âçÿâ
íóëåâóþ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, çàêëþ÷èì, ÷òî
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A0 = afg/2. Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñâîáîäíûõ ÷ëå-
íîâ äâóõ äðóãèõ óðàâíåíèé çàïèøåì â âèäå


∂f

∂t
= −a

2

∂2f

∂x2
+ af 2g;

∂g

∂t
=
a

2

∂2g

∂x2
− afg2.

(9.9)

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå â óðàâíåíèå (9.8), ïðèä¼ì ê ñëå-
äóþùåìó:


∂ϕ1

∂t
= a

(
λ2 +

fg

2

)
ϕ1 + a

(
iλf − 1

2

∂f

∂x

)
ϕ2;

∂ϕ2

∂t
= a

(
iλg +

1

2

∂g

∂x

)
ϕ1 − a

(
λ2 +

fg

2

)
ϕ2.

(9.10)

Òàêèì îáðàçîì, äâå ñèñòåìû � (9.7) è (9.8) (òî åñòü
(9.10)) � ñîâìåñòíû, åñëè ôóíêöèè f(·) è g(·) óäîâëå-
òâîðÿþò (9.9).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè g = −kf (k = const ∈ R), a = 2i
îáà óðàâíåíèÿ (9.9) ïåðåõîäÿò â íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà:

i
∂f

∂t
=
∂2f

∂x2
+ 2k|f |2f.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàäàòü äðóãèå ìíîãî÷ëåíû ïî λ è
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ñèñòåìû, ïîðîæ-
äàþùèå íåëèíåéíûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ.
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� 2. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ

Äëÿ àíàëèçà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì âñïî-
ìîãàòåëüíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

K(x; y) = F (x; y) +

∞∫
x

K(x; z)N(x; z; y)dz (y > x),

(9.11)
íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî,
ãäå F (·) è N(·) � çàäàííûå ôóíêöèè, K(·) � èñêîìàÿ.
Ââåä¼ì îïåðàòîð Ax ïî ïðàâèëó

Axf =

{∫∞
x f(z)N(x; z; y)dz, y > x,

0, y < x.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ëþáîé N(·) ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð (I − Ax)

−1.
Â ñëåäóþùåé ãëàâå îáñóäèì òàê íàçûâàåìûé ìåòîä

îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
çäåñü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ê
êîòîðîìó ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.

1. Âûáèðàåòñÿ êîíêðåòíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå: çà-
äà¼òñÿ ñâÿçü ìåæäó N(·) è F (·).

2. Çàäàþòñÿ äâà ïîäõîäÿùèõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèÿ (îáûêíîâåííûõ èëè ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè) äëÿ F (·):

LmF = 0, m = 1; 2 (9.12)

3. Ôóíêöèÿ K(·) ñâÿçàíà ñ F (·) èíòåãðàëüíûì óðàâ-
íåíèåì, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(I − Ax)K = F.
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Ïðèìåíèì îïåðàòîðû Lm ê ýòîìó óðàâíåíèþ:

Lm(I−Ax)K = LmF ≡ 0⇔ (I−Ax)LmK = −RmK,

ãäå Rm = [Lm; I − Ax]. Ïðè ýòîì (9.11) è (9.12)
äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû Rm ìîæíî áû-
ëî ïðåäñòàâèòü â âèäå RmK = (I − Ax)MmK, ãäå
MmK � íåëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò K. À òàê êàê
îïåðàòîð (I −Ax) îáðàòèì, òî ïðèõîäèì ê óðàâíå-
íèþ

LmK = MmK. (9.13)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåøåíèå (9.11) ÿâëÿåòñÿ è
ðåøåíèåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (9.13). Îáû÷íî íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ÷àñòíûå ñëó÷àè èëè ñëåäñòâèÿ îäíîãî èç óðàâ-
íåíèé (9.13).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

K(x; y) = F (x; y) +

∞∫
x

K(x; z)F (z; y)dz

(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè F (·) è K(·) çàâèñÿò è
îò ïàðàìåòðà t). Îòìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
òîæäåñòâà:

∂n

∂xn

∞∫
x

K(x; z)F (z; y)dz =

=
∞∫
x

F (z; y) ∂n

∂xnK(x; z)dz + An;

∞∫
x

K(x; z) ∂n

∂xnF (z; y)dz =

= (−1)n
∞∫
x

F (z; y) ∂n

∂znK(x; z)dz +Bn,
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ãäå
A1 = −K(x; x)F (x; y),

An = ∂An−1

∂x − F (x; y)
[
∂n−1K(x;z)
∂xn−1

]∣∣∣
z=x

,

B1 = −K(x; x)F (x; y),

B2 = −K(x; x)∂F (x;y)
∂x + F (x; y)

[
∂K(x;z)
∂z

]∣∣∣
z=x

, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî,

A1 − B1 = 0, A2 − B2 = −2F (x; y)
∂K(x; x)

∂x
.

Ââåä¼ì îïåðàòîð

L1 =
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

è òàêóþ ôóíêöèþ F (x; y), ÷òî L1F = 0. Ïðèìåíèì L1

ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ. Òàêèì îáðàçîì,

L1K(x; y) = L1

∞∫
x

K(x; z)F (z; y)dz,

òî åñòü

L1K(x; y) =

∞∫
x

∂2

∂x2
K(x; z)F (z; y)dz−

−
∞∫
x

K(x; z)
∂2

∂y2
F (z; y)dz + A2.

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ A2, ïîëó÷èì:

L1K(x; y) =

∞∫
x

F (z; y)

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
K(x; z)dz−

−2F (x; y)
d

dx
K(x; x),
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÷òî ðàâíîñèëüíî

(I−Ax)

[(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
K(x; y) + 2

d

dx
K(x; x)K(x; y)

]
= 0,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà (I−Ax), ïðè-
ä¼ì ê óðàâíåíèþ(

∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
K(x; y)− u(x)K(x; y) = 0,

ãäå

u(x) = −2
d

dx
K(x; x).

Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû F (·) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíå-
íèþ L2F = 0, ãäå

L2 =
∂

∂t
+

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)3

.

Ïðèìåíèì L2 ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ:

L2K(x; y) = L2

∞∫
x

K(x; z)F (z; y)dz.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì, êîãäà ðàññìàòðè-
âàëñÿ îïåðàòîð L1, ïîëó÷èì:

∂K

∂t
+

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)3

K − 3u

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
K = 0.

Íà õàðàêòåðèñòèêå y = x ýòî óðàâíåíèå ïîñëå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïî x ïåðåéä¼ò â óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà:

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ôóíêöèÿ F (·), óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì L1F = L2F = 0 è äîñòàòî÷íî áûñòðî
óáûâàþùàÿ ïðè |x| → ∞, ïîðîæäàåò ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.



Ãëàâà X. Ìåòîäû íåÿâíîé
ëèíåàðèçàöèè
(ïðîäîëæåíèå)

Êîãäà âäàëè óãàñíåò ñâåò äíåâíîé
È â ÷¼ðíîé ìãëå, ñêëîíÿþùåéñÿ ê õàòàì,

Âñ¼ íåáî çàèãðàåò íàäî ìíîé,
Êàê êîëîññàëüíûé äâèæóùèéñÿ àòîì, �

Â êîòîðûé ðàç òîìèò ìåíÿ ìå÷òà,
×òî ãäå-òî òàì, â äðóãîì óãëó âñåëåííîé,

Òàêîé æå ñàä, è òà æå òåìíîòà,
È òå æå çâ¼çäû â êðàñîòå íåòëåííîé.

Í.À. Çàáîëîöêèé

� 1. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Îáñóäèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿ-
íèÿ21 äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùå-
ãî ïàðó Ëàêñà (èëè äðóãóþ ¾íåÿâíóþ¿ ëèíåàðèçàöèþ),
íà ïðèìåðå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå
Ôðèçà: 

∂u

∂t
+
∂3u

∂x3
− 6u

∂u

∂x
= 0;

u|t=0 = f(x).
(10.1)

21Îñíîâíûå èäåè è òåðìèíîëîãèÿ ìåòîäà ïðèøëè èç êâàíòîâîé ôèçèêè.
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Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå

d2ϕ

dx2
+ (λ− f(x))ϕ = 0 (10.2)

(ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(·), íàçûâàåìàÿ ïîòåíöèàëîì, óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì: âî-ïåðâûõ, lim

|x|→∞
f(x) = 0, âî-âòîðûõ,

èíòåãðàë
∫∞
−∞(1 + |x|)f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ (10.2).
Ìîãóò áûòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äâóõ âèäîâ:

1. λn = −κ2
n, n = 1;N (äèñêðåòíûé ñïåêòð),

2. λ = k2, k ∈ R (íåïðåðûâíûé ñïåêòð).

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè min f(x) < λ < 0 óðàâíåíèå èìååò
äèñêðåòíûé ñïåêòð, à ïðè f(x) < 0 < λ � íåïðåðûâ-
íûé.
Ïóñòü λn = −κ2

n � äèñêðåòíûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, ïðè÷¼ì λ1 < λ2 < . . . < λN < 0, à ϕn =
ϕn(x) � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, êîòî-
ðûå îáðàùàþòñÿ â 0 ïðè |x| → ∞ è êâàäðàòè÷íî ñóì-
ìèðóåìû. Îíè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ. Åñëè ôèêñèðîâàòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ
å¼ àñèìïòîòèêîé âèäà ϕn ∼ eκnx ïðè x→ −∞, òî ãëàâ-
íûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ϕn ïðè x→∞ áóäåò èìåòü âèä
ϕn ∼ cne

−κnx. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕn èìååò (n − 1)
íóëåé, ïðè÷¼ì cn = (−1)n−1|cn|.
Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà λ = k2 ôóíêöèÿ ϕ(·) ïðè

|x| → ∞ îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé e±ikx.
Óñëîâèÿ{

ϕ ∼ e−ikx ïðè x→ −∞,
ϕ ∼ a(k)e−ikx + b(k)eikx ïðè x→∞

è óðàâíåíèå (10.2) ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
ôóíêöèè a(·) è b(·). Çàìåòèì, ÷òî |a|2−|b|2 = 1 ïðè ëþ-



94 Ãëàâà X

áûõ k. Åñëè ãîâîðèòü î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå, òî ñëàãàå-
ìîå a(k)e−ikx ñîîòâåòñòâóåò ïðîøåäøåé âîëíå, à b(k)eikx �
îòðàæ¼ííîé. Ïîýòîìó âåëè÷èíà r(k) = b(k)/a(k) íàçû-
âàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí

S = {κn, cn, r(k) (n = 1, N)}

íàçûâàåòñÿ äàííûìè ðàññåÿíèÿ.

Öåëü ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ � îïðåäåëèòü S ïî
çàäàííîìó ïîòåíöèàëó f(·). Äàííûå ðàññåÿíèÿ ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿþò ñïåêòð çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ (10.2).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ a ïî f èñïîëüçó-
þòñÿ ôîðìóëû

|a(k)| = 1√
1− |r(k)|2

,

arg a(k) =
1

i

N∑
n=1

k − iκn
k + iκn

− 1

π
V.p.

∞∫
−∞

ln |a(s)|
s− k

ds,

ïðè ýòîì iκn � íóëè ôóíêöèè a(·), êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà
â ïîëóïëîñêîñòè Im k > 0.

Öåëü îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ � îïðåäåëèòü f(·)
ïî S. Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïîòåíöèàë f(·)
ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

f(x) = −2
d

dx
K(x, x),

ãäå K(·) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

K(x, y) + Φ(x+ y) +

∞∫
x

K(x, z)Φ(z + y) dz = 0,
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â êîòîðîì

Φ(p) =
N∑
n=1

cn
ia′(iκn)

e−κnp +
1

2π

∞∫
−∞

r(k)eikpdk.

Ïåðåéä¼ì ê îáñóæäåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà (10.1). Ïóñòü f(x) < 0, lim

|x|→∞
f(x) =

0, ïðè÷¼ì èíòåãðàë
∫∞
−∞ (1 + |x|) f(x)dx ñõîäèòñÿ.

Âûäåëèì ñëåäóþùèå ýòàïû ðåøåíèÿ.

1. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó ðàññåíÿíèÿ:

d2ϕ

dx2
+ (λ− f(x))ϕ = 0.

Ýòî óðàâíåíèå âîçíèêàåò ïðè ïîäñòàâíîâêå íà÷àëü-
íîãî ïðîôèëÿ (òî åñòü ôóíêöèè f(·)) â ïåðâîå óðàâ-
íåíèå ïàðû Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðè-
çà (òî åñòü Lϕ = λϕ)22. Èç ýòîé çàäà÷è íàõîäÿòñÿ
äàííûå ðàññåíèÿ S.

2. Ïðè t > 0 â íåñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè ïàðû Ëàê-
ñà23, òî åñòü â óðàâíåíèè âèäà

ϕ′t + 4ϕ′′′x3 − 6uϕ′x − 3u′xϕ+ p(t)ϕ = 0 (10.3)

âìåñòî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ f(x) äîëæíà ñòîÿòü
ôóíêöèÿ u = u(x, t). Â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ íå ìåíÿþòñÿ (îíè íå çàâè-
ñÿò îò t), íî ìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Äëÿ
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà àñèìïòîòèêà èìååò âèä:{

ϕ ∼ e−ikx ïðè x→ −∞,
ϕ ∼ a(k, t)e−ikx + b(k, t)eikx ïðè x→∞.

Ïîäñòàâèì ïåðâóþ àñèìïòîòèêó â (10.3) è ó÷ò¼ì,
÷òî lim

x→−∞
u = 0. Ïîëó÷èì, ÷òî p(t) = −4ik3 =

22Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà L = u− ∂2

∂x2
.

23Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó óðàâíåíèå ∂ϕ
∂t

= −Mϕ.
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const. Òåïåðü ðàññìîòðèì (10.3), ó÷èòûâàÿ íàéäåí-
íóþ ôóíêöèþ p(·) è óñëîâèå lim

x→∞
u = 0:

ϕ′t + 4ϕ′′′x3 − 4ik3ϕ = 0. (10.4)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà àñèìïòîòèêó ϕ(·) ïðè x → ∞,
ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå e−ikx è eikx

è ïðèìåíÿÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ,
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì{

a′t = 0,

b′t − 8ik3b = 0,

îòêóäà a(k; t) = a(k; 0), b(k; t) = b(k; 0)e8ik3t, à ñëå-
äîâàòåëüíî,

r(k, t) =
b(k, t)

a(k, t)
= r(k, 0)e8ik3t.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (ïðè k =
iκn) ñ èñïîëüçîâàíèåì (10.4).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàñ-
ñåÿíèÿ îò âðåìåíè:

S(t) =
{
κn, cn(t) = cn(0)e8κ3

nt,

r(k, t) = r(k, 0)e8ik3t (n = 1, N)
}
.

3. Ó÷èòûâàÿ íàéäåííûå äàííûå ðàññåÿíèÿ S(t), ââå-
ä¼ì ôóíêöèþ

Φ(p; t) =

=
1

2π

∞∫
−∞

r(k, 0)ei(8k
3t+kp)dk +

N∑
n=1

cn(0)

ia′(iκn)
e8κ3

nt−κnp.
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×òîáû âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ u(·) ïî S(t), íàäî ðå-
øèòü óðàâíåíèå

K(x, y, t)+Φ(x+y, t)+

∞∫
x

K(x; z; t)Φ(z+y, t)dz = 0.

(10.5)
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìîæíî âûðàçèòü ôîð-
ìóëîé

u(x, t) = −2
d

dx
K(x, x, t).

� 2. N-ñîëèòîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�
äå Ôðèçà

Ïîñòðîèì òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðè-
çà â ñëó÷àå áåçîòðàæàòåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò r(k; t) = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (10.5).
Ïîëàãàÿ r(k, 0) = 0, ïîëó÷èì

Φ(p, t) =
N∑
n=1

γne
−κnp+8κ3

nt, γn =
cn(0)

ia′(iκn)
> 0.

Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

K(x, y, t) +
N∑
n=1

gn(t)e
−κn(x+y)+

+
N∑
n=1

gn(t)e
−κny

∞∫
x

e−κnzK(x, z, t)dz = 0,

ãäå gn(t) = γne
8κ3

nt.
Ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå

K(x, y, t) =
N∑
n=1

e−κnyKn(x, t). (10.6)
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå è ïðîèíòåãðè-
ðîâàâ, ïîëó÷èì

N∑
n=1

e−κnyKn(x, t) +
N∑
n=1

gn(t)e
−κn(x+y)+

+
N∑
n=1

gn(t)e
−κny

N∑
m=1

Km(x, t)
e−(κn+κm)x

κn + κm
= 0.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∑N

n=1 ψn(x, t)e
−κny =

0 (∀y), îòêóäà ψn(x, t) = 0, n = 1;N , òî åñòü

Kn(x, t) + gn(t)
N∑
m=1

e−(κn+κm)x

κn + κm
Km(x, t) = −gn(t)e−κnx.

(10.7)
Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà,

Kn(x, t) =
detA(n)(x, t)

detA(x, t)
, (10.8)

ãäå A(x, t) � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè An,m(x, t) âèäà

An,m(x, t) = δnm+
gn(t)e

−(κn+κm)x

κn + κm
= δnm+

γne
−(κn+κm)x+8κ3

nt

κn + κm
,

à ìàòðèöà A(n)(x, t) ïîëó÷åíà èç A(x, t) ïóò¼ì çàìåíû
n-ãî ñòîëáöà íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (10.7). Ïîäñòà-
âèâ (10.8) â (10.6), ïîëó÷èì

K(x, y, t) =
N∑
n=1

e−κny
detA(n)(x, t)

detA(x, t)
.

Ïîëîæèâ y = x, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

K(x, x, t) =
1

detA(x, t)

N∑
n=1

e−κnx detA(n)(x, t) =

=
∂

∂x
ln detA(x, t).
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Ñëåäîâàòåëüíî

u(x, t) = −2
∂2

∂x2
ln detA(x, t).

Ýòî ðåøåíèå ñîäåðæèò 2N ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ (κn; γn)
è íàçûâàåòñÿ N -ñîëèòîííûì ðåøåíèåì.
Íàïðèìåð, ïðè N = 1 áóäåò A(x, t) ∈ R1×1, ïðè÷¼ì

A1,1(x, t) = 1 + γe−2κx+8κ3t/(2κ), îòêóäà

u(x, t) = − 2κ2

ch2 (κ(x− 4κ2t) + ξ0)
, ξ0 =

1

2κ
ln

γ

2κ
,

òî åñòü u(x; t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óåäèí¼ííóþ áåãóùóþ
âîëíó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v = 4κ2.
Â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà ïðè t →

±∞ âèäà

u(x, t) ≈ −2
N∑
n=1

κ2
n

ch2 (κn(x− vnt) + ξ±n )
,

ãäå vn = 4κ2
n, ξ

±
n = const. Òàêèì îáðàçîì, ïðè |t| →

∞ N -ñîëèòîííîå ðåøåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà N ñîëèòîíîâ,
ïðè÷¼ì ñîëèòîíû ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé äâèæóòñÿ ñ
áîëüøåé ñêîðîñòüþ. Ïîýòîìó ïðè t → −∞ èëè t →
+∞ îíè ðàñïîëîæåíû ñîîòâåòñòâåííî ïî óáûâàíèþ èëè
ïî âîçðàñòàíèþ àìïëèòóä è ñêîðîñòåé.
Óñòîé÷èâîñòü ñîëèòîíîâ ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ

ôîðìû ïîçâîëèëà ñïåöèàëèñòàì ïî âîëîêîííîé îïòèêå
ïðåäëîæèòü èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ äëÿ
ïîäàâëåíèÿ äèñïåðñèè è ïîëó÷åíèÿ êîðîòêèõ ñîëèòîí-
íûõ èìïóëüñîâ â îïòè÷åñêèõ ëèíèÿõ ñâÿçè, ÷òî äà¼ò
óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè íà íåñêîëü-
êî ïîðÿäêîâ.
Ðåøåíèÿ�ñîëèòîíû îáíàðóæåíû è ó ìíîãèõ äðóãèõ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.



Ãëàâà XI. Àíàëèç ëîêàëüíîé
è ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè

Çîëîòûìè êðûëüÿìè âçìàõíóâ,
Óëåòàþò â íî÷ü áðîíçîâûå ëüâû,

Ïóòü äåðæà íà ÿñíóþ ëóíó,
×òî âçîøëà íàä ñåðåáðîì Íåâû.

È âöåïèâøèñü â ãðèâó, êàê â ìå÷òó,
Äåðçêóþ ìå÷òó, òó, êîòîðîé æèâ,
Ïåòåðáóðãñêèõ îáëàêîâ ïàñòóõ

ß ëå÷ó, ñ÷èòàÿ ýòàæè.

À.ß. Ðîçåíáàóì

Â àíàëèçå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò âîïðîñû ëîêàëüíîé è
ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè. À èìåííî, âû-
ÿñíÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøå-
íèå çàäà÷è ñóùåñòâîâàëî ãëîáàëüíî ïî âðåìåíè è äëÿ
òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ðàçðóøàëîñü, òî åñòü ñóùåñòâî-
âàëî ëîêàëüíî, íî íå ãëîáàëüíî. Ïðè ýòîì âî âòîðîì
ñëó÷àå æåëàòåëüíî îöåíèòü âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ. Ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ìîæåò
êàê èìåòü íåïîñðåäñòâåííóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ (íàïðèìåð, ïðîáîé ïîëóïðîâîäíèêà), òàê è õàðàê-
òåðèçîâàòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè.

100
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� 1. Ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë

Íàïîìíèì íóæíûå ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà.
Áóäåì ñ÷èòàòü â ýòîé ãëàâå, ÷òî Ω � îãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü âRN ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, à èìåííî,
ïóñòü ∂Ω ∈ C(2;δ), δ ∈ (0; 1]24.
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

• C∞0 (Ω) � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé íà Ω, èìåþùèõ êîìïàêòíûé íîñè-
òåëü, òî åñòü ìíîæåñòâî supp f ≡ {x : f(x) 6= 0};

• W l;p(Ω) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Lp(Ω), èìåþùèõ
âñå îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà l âêëþ÷è-
òåëüíî, èíòåãðèðóåìûå ñî ñòåïåíüþ p; â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå ââåäåíà íîðìà

‖u‖W l;p(Ω) =

∫
Ω

l∑
m=0

∑
α1+...+αN=m

∣∣∣∣ ∂mu

∂xα1
1 . . . ∂xαNN

∣∣∣∣p dx
1/p

;

• W l;p
0 (Ω) � çàìûêàíèå C∞0 (Ω) ïî íîðìå ïðîñòðàí-

ñòâà W l;p(Ω);

• H l(Ω) = W l;2(Ω), â ÷àñòíîñòè, H1(Ω) = W 1;2(Ω) �
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò íîðìà

‖u‖H1(Ω) =
√
‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω); (11.1)

• H1
0(Ω) = W 1;2

0 (Ω), òî åñòü çàìûêàíèå C∞0 (Ω) ïî
íîðìå H1(Ω).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî X âëîæåíî â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

24Òî åñòü ∂Ω â îêðåñòíîñòè ëþáîé ñâîåé òî÷êè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ëîêàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè òàê, ÷òî ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùèå ïàðàìåòðèçàöèþ, äâà ðàçà íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû, ïðè÷¼ì âñå èõ ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèíàäëåæàò êëàññó
Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì δ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü êëàññû C(m;δ).
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Y , åñëè X ⊂ Y , ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ C, ÷òî ‖u‖Y 6 C‖u‖X ∀u ∈ X.

Òåîðåìà âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà25 Ïóñòü Ω �
îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî RN ñ ãðàíè-
öåé ∂Ω ∈ C(l−1;δ), δ ∈ (0; 1], l ∈ N. Ïóñòü p > 1. Òîãäà
ïðè N > lp èìååò ìåñòî âëîæåíèå W l;p(Ω) ⊂ Lq(Ω),
ãäå q 6 Np/(N − lp). Óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ â ñèëå
è äëÿ ïðîñòðàíñòâà W l;p

0 (Ω) âìåñòî W l;p(Ω).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé îñîáåííî èíòåðåñíî
ïðîñòðàíñòâî H1

0(Ω). Â í¼ì ââåäåíà íîðìà

‖u‖H1
0 (Ω) = ‖∇u‖L2(Ω),

ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìå (11.1)26.

Òàêèì îáðàçîì, H1
0(Ω) ⊂ Lq(Ω) (èìååòñÿ â âèäó âëî-

æåíèå) ïðè q 6 6 (â ñëó÷àå N = 3) äëÿ îãðàíè÷åííûõ
îáëàñòåé Ω ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cq íàèëó÷øóþ ïîñòîÿííóþ âëîæå-
íèÿ H1

0(Ω) â Lq(Ω), òî åñòü Cq = inf{C : ‖w‖Lq(Ω) 6
C‖w‖H1

0 (Ω) ∀w ∈ H1
0(Ω)}.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:
∂

∂t
(∆u− u) + µ(t)u3 = 0;

u(x; 0) = u0(x) ∈ H1
0(Ω);

u|∂Ω = 0,

(11.2)

ãäå x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R3 ñ ãðà-
íèöåé ∂Ω ∈ C(2;δ), δ ∈ (0; 1] , t > 0, µ(·) ∈ C[0;∞),
ïðè÷¼ì µ(t) > 0∀t.

25Çäåñü ïðèâåäåíà ñîêðàù¼ííàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû. Ïîëíàÿ äàíà, íàïðèìåð, â [17,
ñ. 320].

26Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ íîðì ñëåäóåò èç òåîðåìû âëîæåíèÿ.
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Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò îïèñûâàòü ïîòåíöèàë u â ïî-
ëóïðîâîäíèêîâîé ñðåäå, çàíèìàþùåé îáëàñòü Ω. Áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî òàê ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû çàäà÷è
(íà÷àëüíîå óñëîâèå u0(·) è êîýôôèöèåíò µ(·)), ÷òîáû:
• ïðîèçîø¼ë ïðîáîé, òî åñòü íåêîòîðàÿ íîðìà ïîòåí-
öèàëà ñòàëà áåñêîíå÷íîé27 çà êîíå÷íîå âðåìÿ;

• íîðìà ïîòåíöèàëà áûëà îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà
íà âñ¼ì ëó÷å t ∈ [0;∞) � ïðîáîÿ íå ïðîèçîøëî.

Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11.2) áóäåì íàçûâàòü
òàêîé ýëåìåíò u ïðîñòðàíñòâà XT = C1

[
0;T ;H1

0(Ω)
)
28,

÷òî ∫
Ω

(
∂

∂t
(∆u− u) + µ(t)u3

)
wdx = 0 (11.3)

äëÿ âñåõ w(·) ∈ H1
0(Ω) è äëÿ âñåõ t ∈ [0;T ).

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå T > 0
(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå), ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è (11.2) èç êëàññà XT . Ïðè ýòîì åñ-
ëè âåëè÷èíà T êîíå÷íà29, òî lim

t→T−
‖u‖H1

0 (Ω) =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðèíöèïå ñæè-
ìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
Âåëè÷èíà T , à çíà÷èò, è êëàññ XT , â êîòîðîì çàäà÷à

ðàçðåøèìà, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Îñíîâíàÿ
öåëü èññëåäîâàíèÿ � îïðåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè T êîíå÷íîé
èëè áåñêîíå÷íîé, à â ïåðâîì ñëó÷àå � îöåíèòü å¼ ñâåðõó
è ñíèçó.
Î÷åâèäíî, ïðè òðèâèàëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ åäèí-

ñòâåííûì ðåøåíèåì áóäåò u = 0. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî u0 6= 0.

27Ïðèìåíèâ ê ïîòåíöèàëó, çàâèñÿùåìó îò x è t, íîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òîëüêî ïðî-
ñòàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè.

28Èìååòñÿ â âèäó ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îò x è t, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàññó C1[0;T )
êàê ôóíêöèè âðåìåíè è ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà H1

0 (Ω) ïðè ëþáîì ôèêñèðî-
âàííîì t.

29Òî åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ T .
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Ââåä¼ì ôóíêöèîíàëû ýíåðãèè (ÿâëÿþùèåñÿ ôóíê-
öèÿìè òîëüêî îò âðåìåíè): Φ = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω),

W = ‖u′t‖2
L2(Ω) + ‖∇u′t‖2

L2(Ω), òî åñòü Φ = ‖u‖2
W 1;2(Ω),

W = ‖u′t‖2
W 1;2(Ω).

Ïîäñòàâëÿÿ â (11.3) w = u è w = u′t è èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîå ýíåðãåòè÷åñêîå
òîæäåñòâî

Φ′(t) = 2µ(t)‖u‖4
L4(Ω)

è âòîðîå ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî

W (t) =
µ(t)

4

d

dt
‖u‖4

L4(Ω).

Íèæíèé èíäåêñ 0 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âåëè÷èíà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðè t = 0. Âåëè÷èíó Φ0 áóäåì ñ÷èòàòü
èçâåñòíîé, ïîñêîëüêó îíà, êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ âå-
ëè÷èíû Φ, îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç u0. Î÷åâèäíî,
Φ0 > 0.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó âëîæåíèÿ, ìîæåì çàïèñàòü ñëå-
äóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖∇u‖2
L2(Ω) 6 ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω) 6 (C2

2 + 1)‖∇u‖2
L2(Ω),

îòêóäà âèäíî, ÷òî

√
Φ√

C2
2 + 1

6 ‖u‖H1
0 (Ω) 6

√
Φ,

à çíà÷èò, ‖u‖H1
0 (Ω) ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ Φ.
Ïîýòîìó âîïðîñ î òîì, íà êàêîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
îïðåäåëåíà âåëè÷èíà ‖u‖H1

0 (Ω), ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Φ.
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� 3. Íèæíÿÿ îöåíêà âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ

Òåîðåìà 2. Åñëè

∞∫
0

µ(t)dt 6
1

2C4
4Φ0

,

òî ðåøåíèå (11.2) íå ðàçðóøàåòñÿ, ïðè÷¼ì åãî íîðìà â
H1

0(Ω) îãðàíè÷åíà ãëîáàëüíî ïî âðåìåíè. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè t <
T1, ãäå T1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ30

T1∫
0

µ(t)dt =
1

2C4
4Φ0

.

Îöåíèì ñâåðõó ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêî-
ãî òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû âëîæåíèÿ:

Φ′(t) = 2µ‖u‖4
L4(Ω) 6 2µC4

4‖∇u‖4
L2(Ω) 6 2µC4

4Φ2,

îòêóäà ïîëó÷èì31:

Φ−2Φ′(t) 6 2C4
4µ(t).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî:

− Φ−1
∣∣t
0
6 2C4

4

t∫
0

µ(τ)dτ ⇔

⇔ Φ(t) 6

Φ−1
0 − 2C4

4

t∫
0

µ(τ)dτ

−1

.

30Ýòîò êîðåíü åäèíñòâåííûé, òàê êàê ïåðâîîáðàçíàÿ µ(·) âîçðàñòàåò.
31Ýòî êîððåêòíî, òàê êàê Φ0 > 0, à â ñèëó ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäåñòâà, Φ′(t) > 0,

à çíà÷èò, Φ(t) > Φ0 > 0∀t.
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-

6

t

y

T1

Φ0

y = 1/F1(t)

y = Φ(t)

Ðèñ. 11.1: Âåðõíÿÿ îöåíêà Φ(t) (ñëó÷àé 1).

Òàêèì îáðàçîì, Φ(t) 6 1/F1(t), ãäå ôóíêöèÿ F1(·)
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è äîñòèãàåò
íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïðè t = T1, ãäå T1 (åñëè ñóùåñòâóåò)
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

T1∫
0

µ(t)dt =
1

2C4
4Φ0

(ðèñ. 11.1).

Âîçìîæåí è ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðàë
∫∞

0 µ(τ)dτ ñõî-
äèòñÿ ê ÷èñëó, íå ïðåâûøàþùåìó (2C4

4Φ0)
−1. Òîãäà óðàâ-

íåíèå äëÿ T1 íå èìååò êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ, è F1(t) ïðè-
íèìàåò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñ¼ì ëó-
÷å [0;∞). À ñëåäîâàòåëüíî, Φ(t) 6 Φ ∀t > 0, ãäå Φ =
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Φ−1

0 − 2C4
4

∫∞
0 µ(τ)dτ

)−1
(ðèñ. 11.2).

-

6

t

y

Φ0

Φ

y = 1/F1(t)

y = Φ(t)

Ðèñ. 11.2: Âåðõíÿÿ îöåíêà Φ(t) (ñëó÷àé 2).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Φ(t) îãðàíè÷åíà ñâåðõó êî-
íå÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà ïðîìåæóòêå [0;T1) (åñëè ñó-
ùåñòâóåò T1) èëè íà ëó÷å [0;∞) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
Ýòî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîîò-
âåòñòâåííî íà íàçâàííîì ïîëóèíòåðâàëå èëè ëó÷å.Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

� 4. Âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ

Ëåììà. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Φ′2 6 4ΦW .
Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�

Øâàðöà.
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Òåîðåìà 3.Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî µ(·) ∈
C1[0;∞), à óðàâíåíèå

t∫
0

µ(τ)dτ =
Φ0

2‖u0‖4
L4(Ω)

èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü32 t = T2. Òîãäà ðåøå-
íèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò ïðè t ∈ [0;T ), ãäå T 6 T2,
òî åñòü ãëîáàëüíàÿ ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòü îòñóò-
ñòâóåò.
Âûðàçèì ‖u‖4

L4(Ω) èç ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåí-
ñòâà è ïîäñòàâèì âî âòîðîå:

W =
µ

8

d

dt

(
Φ′

µ

)
.

Òîãäà íåðàâåíñòâî èç ëåììû ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Φ′
2 6 4ΦW =

µΦ

2

d

dt

(
Φ′

µ

)
,

÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

ΦΦ′′ − 2Φ′
2 − µ′

µ
ΦΦ′ > 0.

Ïîëîæèâ Φ = z−1, ïîñëå óïðîùåíèé33 ïîëó÷èì:

z′′ 6
µ′z′

µ
⇔
(
z′

µ

)′
6 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî÷ëåííî, çàïèøåì íåðàâåíñòâî â âè-
äå

z′ 6
z′0µ

µ0
.

32Óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ, òàê êàê ïåðâîîáðàçíàÿ µ(·) âîçðàñòàåò.
33Ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ ïîäîáíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî âòîðîãî

ïîðÿäêà ΦΦ′′ − (1 + α)Φ′2 + . . . > 0, ãäå α > 0, à ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò âûðàæåíèå, íå
ñîäåðæàùåå âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ìîæíî óïðîñòèòü ñ ïîìîùüþ çàìåíû Φ = z−1/α.
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Åù¼ ðàç ïðîèíòåãðèðóåì:

z − z0 6
z′0
µ0

t∫
0

µ(τ)dτ.

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðåìåííîé Φ. Òàê êàê z = Φ−1, òî z′0 =
−Φ−2

0 Φ′0, ÷òî ñ ó÷¼òîì ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäå-
ñòâà äà¼ò z′0 = −Φ−2

0 · 2µ0‖u0‖4
L4(Ω) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ−1 − Φ−1
0 6 −2Φ−2

0 ‖u0‖4
L4(Ω)

t∫
0

µ(τ)dτ,

÷òî ðàâíîñèëüíî

Φ >

Φ−1
0 − 2Φ−2

0 ‖u0‖4
L4(Ω)

t∫
0

µ(τ)dτ

−1

.

Òàêèì îáðàçîì, Φ(t) > 1/F2(t), ãäå ôóíêöèÿ F2(·) ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è äîñòèãàåò íóëå-
âîãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíò t = T2, îïðåäåëÿåìûé óðàâíå-
íèåì

t∫
0

µ(τ)dτ =
Φ0

2‖u0‖4
L4(Ω)

.

Çíà÷èò, Φ(t) (åñëè îïðåäåëåíà) îãðàíè÷åíà ñíèçó êî-
íå÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà ïðîìåæóòêå [0;T2), ñëåäîâà-
òåëüíî, îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü íå ïîçæå ìî-
ìåíòà t = T2 (ðèñ. 11.3). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çà-
äà÷è ñóùåñòâóåò ïðè t ∈ [0;T ), ãäå T 6 T2. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

• Òåîðåìû 2 è 3 íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, òàê êàê
âåëè÷èíû T1 è T2, îïðåäåë¼ííûå â íèõ, óäîâëåòâî-
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-

6

t

y

T2

Φ0

y = Φ(t)

y = 1/F2(t)

Ðèñ. 11.3: Íèæíÿÿ îöåíêà Φ(t).

ðÿþò óñëîâèþ T1 6 T2 (åñëè ñóùåñòâóþò). Äåéñòâè-
òåëüíî, ôóíêöèÿ ω(t) =

∫ t
0 µ(τ)dτ ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A1 = (2C4
4Φ0)

−1 è A2 =
(

2‖u0‖4
L4(Ω)

)−1

Φ0 ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðè t = T1 è t = T2. Èç òåîðåìû âëîæåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ‖u0‖4

L4(Ω) 6 C4
4Φ2

0, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñî-
îíîøåíèþ A1 6 A2. Ñëåäîâàòåëüíî, è T1 6 T2.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: M 6 A1,
A1 < M 6 A2 èëè M > A2 (â òðåòüåì ñëó÷àå
íå èñêëþ÷àåòñÿ M = ∞), ãäå M =

∫∞
0 µ(τ)dτ . Â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè 2 è 3, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëü-
íî ïî âðåìåíè, â òðåòüåì � ðàçðóøàåòñÿ, à âî âòî-
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ðîì � íåò îòâåòà íà âîïðîñ, ðàçðóøàåòñÿ ëè îíî,
íî ãàðàíòèðóåòñÿ åãî ñóùåñòâîâàíèå íà ïðîìåæóò-
êå t ∈ [0;T1).

• Èíòåðåñåí âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî òî÷íû ñäåëàí-
íûå îöåíêè. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ u0(x) = kv(x), ãäå v(·) � ôèêñèðîâàííûé ýëå-
ìåíò ïðîñòðàíñòâà H1

0(Ω), à k � ïîëîæèòåëüíûé
÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî,
÷òî inf

t>0
µ(t) = m > 0. Çàìåòèì, ÷òî

A1 =
1

2C4
4Φ0

=
1

2C4
4k

2‖v‖2
W 1;2(Ω)

= O(k−2)

ïðè k →∞. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî A2 =
O(k−2). À òàê êàê

∫ T1;2

0 µ(τ)dτ > mT1;2, òî è T1;2 =
O(k−2). Çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ ïî íîðìå íà÷àëüíûõ äàííûõ äîëæíî ïðîèñ-
õîäèòü ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ, ïðè÷¼ì ïðè óâåëè÷å-
íèè ýòîé íîðìû âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ êàê O(k−2), âî-âòîðûõ, è äëèíà ïðîìåæóòêà
[T1;T2], ñîäåðæàùåãî ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ,
äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êàê O(k−2).



Ãëàâà XII. Èññëåäîâàíèå
àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè

Êàòèòñÿ ðåêà ïîä óêëîí �
Îçåðî âñòðåòèëà.

Ñêîëüêî æå âîäû óòåêëî
Çà ïîëñòîëåòèÿ. . .

À.ß. Ðîçåíáàóì

Äëÿ ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé áîëüøóþ ðîëü èãðàþò àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ìåòîäû. Â êíèãå [44] ïðîâåäåíî îáøèðíîå èññëå-
äîâàíèå àñèìïòîòèê ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè ïðè ñòðåìëå-
íèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è äëÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèé
Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà�Áþðãåðñà, Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, óðàâ-
íåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà è äðóãèõ. Ïðåäëîæåíà ñëåäó-
þùàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåëèíåéíîñòåé, âõîäÿùèõ â óðàâ-
íåíèå:

• àñèìïòîòè÷åñêè ñëàáàÿ (ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ),
• êðèòè÷åñêàÿ,
• àñèìïòîòè÷åñêè ñèëüíàÿ (ñóáêðèòè÷åñêàÿ)34.

Òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îñíîâàíà íà ñðàâíåíèè íåëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíûì: ïîÿñíèì

34Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåòñÿ è áîëåå äåòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ

112
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ýòó èäåþ íà ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:
∂u

∂t
−∆u+ uρ = 0;

u(x, 0) = u0(x).

Çäåñü t > 0, x ∈ RN , à ôóíêöèÿ u0(·) ãëàäêàÿ è äîñòà-
òî÷íî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |x| → ∞. Ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ u′t − ∆u = 0 èìååò ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
íà áåñêîíå÷íîñòè N/2, òî åñòü u(x; t) = O∗(t−N/2) ïðè
t→∞. Ïðè òàêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíî-
ñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå uρ = O∗(t−Nρ/2).
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè ρ > 1+2/N íåëèíåéíàÿ ÷àñòü
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëèíåéíîé ïðè ñòðåìëåíèè
âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó îæèäàåìî, ÷òî â òà-
êîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ áóäåò
ïðèìåðíî òàêèì æå, êàê â ñëó÷àå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîêàçàòåëü ρ > 1+2/N íàçûâàåòñÿ ñóïåðêðèòè÷åñêèì,
à íåëèíåéíîñòü � àñèìïòîòè÷åñêè ñëàáîé. À â ñëó÷àÿõ
ρ = 1 + 2/N è ρ < 1 + 2/N íåëèíåéíîñòè íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî êðèòè÷åñêîé è ñóáêðèòè÷åñêîé. Â êðè-
òè÷åñêîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ ÷àñòè ¾óðàâ-
íîâåøèâàþòñÿ¿, à â ñóáêðèòè÷åñêîì àñèìïòîòèêà îïðå-
äåëÿåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ.

� 1. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (ñëó÷àé
ðàçíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ∆u è ïðè u)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìî-
æåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèè æèä-
êîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå ñ òðåùèíàìè è äëÿ èññëåäîâà-
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íèÿ äèíàìèêè ïîòåíöèàëà â ïîëóïðîâîäíèêå:
∂

∂t
(∆u− u) + α∆u+ βu3 = 0;

u(x, 0) = u0(x).
(12.1)

Çäåñü t > 0, x ∈ RN , N > 2, α = const > 0, β =
const 6= 0.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç v̂ îáðàç Ôóðüå (ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì) ôóíêöèè v. Ïóñòü âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

u0(·) ∈ L1(R
N),

|û0(p)| 6 εM−s(p),

|û0(p1)− û0(p2)| 6 ε|p1 − p2|σM−s(p2),

(12.2)

ãäå p � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç RN , p1 è p2 óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó |p1 − p2| 6 1, σ ∈ (0; 1], s > N ,

|p| =
√∑N

k=1 p
2
k, M(p) = max (1; |p|), à ε � äîñòàòî÷íî

ìàëûé ïàðàìåòð (ïîçæå óòî÷íèì, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ïîä åãî ìàëîñòüþ).
Ôîðìàëüíî ïðèìåíèì ê çàäà÷å Êîøè ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî t ñ ó÷¼òîì íà-
÷àëüíûõ äàííûõ:

û(p, t) =

= û0(p)e
−K(p)t +

β

1 + |p|2

t∫
0

e−K(p)(t−τ) dτ×

×
∫
RN

∫
RN

û(p− q, τ)û(q − r, τ)û(r, τ) dq dr,

(12.3)

ãäå K(p) = α|p|2/(1 + |p|2). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå âèäà û = Aû. Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è Êîøè áóäåì ñ÷èòàòü ïðîîáðàç Ôóðüå u ðåøåíèÿ ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì îò u òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü
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ïî âñåì àðãóìåíòàì, îãðàíè÷åííîñòü è ïðèíàäëåæíîñòü
êëàññó L1(R

N) ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ t. Ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìîæíî îáîñíîâàòü ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 1. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà ïðè t→∞:

u = A0e
− |x|

2

4αt · (4παt)−N/2 +O
(
t−N/2−θ

)
ðàâíîìåðíî ïî 1√

t
x, ãäå A0 = lim

t→∞

∫
R
N u(x, t)dx, θ =

const > 0.

Ïóñòü û =
∑∞

n=0 ε
2n+1vn(p, t), û0(p) = εv(p). Ïîä-

ñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ïîëó÷åííîå âûøå èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå (12.3) è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðå-
äåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

v0(p, t) = v(p)e−K(p)t;

vn(p, t) = β
1+|p|2

t∫
0

e−K(p)(t−τ)dτ×

×
∫
RN

∫
RN

n∑
k=1

k∑
j=1

vj−1(p− q, τ)vk−j(q − r, τ)vn−k(r, τ) dq dr

∀n ∈ N.
(12.4)

Êðîìå òîãî, îáðàùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

u(x, t) =
1

(2π)N

∫
RN

ei(p;x)û(p, t) dp =

=
1

(2π)N

∫
RN

ei(p;x)
+∞∑
n=0

ε2n+1vn(p, t) dp =

=
1

(2π)N

+∞∑
n=0

ε2n+1ψn(x, t),
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ãäå ψn = F−1[vn]. Êîððåêòíîñòü ýòîãî ïåðåõîäà îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-
ìåðíî íà RN × [0; ∞) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Òà-
êèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âûÿâëåíèþ àñèìïòîòè-
êè ψn(x; t). Ïðåäñòàâèì ýòó ôóíêöèþ â âèäå

∑4
k=1 Ik,

ãäå

I1 =

∫
|p|>1

ei(p;x)vn(p, t) dp;

I2 = ϕn

∫
|p|61

ei(p;x)−K(p)t dp;

I3 =

∫
|p|61

ei(p;x)−K(p)t (vn(0, t)− ϕn) dp;

I4 =

∫
|p|61

ei(p;x)−K(p)t
(
vn(p, t)e

K(p)t − vn(0, t)
)
dp;

ϕn = lim
t→∞

vn(0, t).

Äîêàçàíû ëåììû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü ïîäûíòåãðàëü-
íûå âûðàæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî I2 äà¼ò ãëàâíûé ÷ëåí è
÷ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, à îñòàëüíûå èíòå-
ãðàëû ïîëíîñòüþ óõîäÿò â îñòàòîê. Ïåðåõîäÿ ê ïåðå-
ìåííîé u, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.

Êðîìå òîãî,

A0 =
∞∑
n=0

ε2n+1ϕn = lim
t→∞

∞∑
n=0

ε2n+1vn(0, t) =

= lim
t→∞

û(0, t) = lim
t→∞

∫
RN

u(x, t) dx.

Ïðè ýòîì A0 ìîæíî âûðàçèòü íå ÷åðåç u(x; t) ñ ïîìî-
ùüþ òàê íàçûâàåìîé äèàãðàììíîé òåõíèêè [46].
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Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ æå àñèìïòî-
òèêà èìååò ìåñòî äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ ñ íåëèíåéíî-
ñòÿìè âèäà

∑n
k=3 βku

k, βk = const.
Óêàçàííûé ïîäõîä ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà äðóãèå

ñîáîëåâñêèå óðàâíåíèÿ. Èññëåäîâàíû àíàëîãè÷íûå çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

∂

∂t
(∆u− u) + b∆u− au+ (χ+ (λ;∇)) uυ = 0, (12.5)

ãäå x ∈ RN , t > 0, a, b, χ ∈ R, λ ∈ RN , ïðè÷¼ì

• ïðè υ = 2 íàëîæåíî óñëîâèå N ∈ N, 0 < a < b <

3a,

• à ïðè υ = 3 � óñëîâèå N ∈ N \ {1}, 0 6 a < b.

Ïîêàçàíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè-
êà

u(x, t) = (4π(b− a))−N/2A0t
−N/2e−ate−

|x|2
4(b−a)t+

+O
(
t−N/2−θe−at

)
, θ > 0.

Ïîÿñíèì, ÷òî óñëîâèÿ (12.2) îïðåäåëÿþò íåòðèâèàëü-
íîå ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, èì óäî-
âëåòâîðÿþò ôóíêöèè âèäà

u0(x) = A

(
B

π

)N N∏
k=1

1

x2
k +B2

,

ãäå B ∈ R \ {0}, A äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ìîäóëþ. Âî-
ïåðâûõ, ∃‖u0‖L1

= |A|. Âî-âòîðûõ, ñ ïîìîùüþ ëåììû
Æîðäàíà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∫∞
−∞ e

−ipkxk(x2
k+B

2)−1dxk =

πe−B|pk|/B, à ñëåäîâàòåëüíî, û0(p) = Ae−B(|p1|+...+|pN |).
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Â-
òðåòüèõ, ìîæíî âûáîðîì A äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü è òðåòüå óñëîâèå.
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� 2. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé

Î÷åâèäíî, â óðàâíåíèÿõ (12.5) óñëîâèå a < b áûëî ñó-
ùåñòâåííî, ïîñêîëüêó ïðè b = a â àñèìïòîòè÷åñêîé
ôîðìóëå ïîÿâëÿåòñÿ íóëåâîé çíàìåíàòåëü. Ïîýòîìó âîç-
íèêàåò âîïðîñ ïîèñêà àñèìïòîòèêè â ñëó÷àå b = a. ×à-
ñòè÷íî ýòîò âîïðîñ èññëåäîâàí.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂

∂t
(∆u− u) + a(∆u− u) + f(x, u) = 0;

u(x, 0) = u0(x)

Çäåñü x ∈ RN , N ∈ N, t > 0, a = const > 0, à
ôóíêöèÿ f(·) ∈ C(RN × R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
|f(ξ; η)| 6 µ(ξ)|η|α ∀ξ ∈ RN , η ∈ R, ãäå α = const > 1,
µ(·) ∈ C(RN) ∩ Lq(RN), à q � íåêîòîðîå ÷èñëî, íà-
õîäÿùååñÿ â ïðîìåæóòêå [2; ∞] èëè (N/2; ∞] ñîîò-
âåòñòâåííî ïðè N 6 3 èëè N > 4 (íå èñêëþ÷àåò-
ñÿ ñëó÷àé q = ∞). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîä-
íàÿ ∂f/∂η ∈ C(RN × R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
|∂f/∂η| 6 k(ξ)|η|β ∀ξ ∈ RN , η ∈ R, ãäå β = const > 0,
k(·) ∈ C(RN) ∩ Lν(RN) ïðè íåêîòîðîì ν ∈ [2; ∞].
Ïóñòü u0(·) ∈ L∞(RN) ∩H2(RN).
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

B[·] = F−1

[
1

1 + |p|2
F [·]

]
;

B(x) =
1

(2π)N

∫
RN

ei(p;x)

1 + |p|2
dp;

u(x; t) = v(x; t)e−at.

Ââåä¼ì êëàññ X = C
[
0; ∞; L∞(RN) ∩H2(RN)

)
(òî

åñòü êëàññ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî t íà ìíîæåñòâå
[0; ∞) è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ïðèíàäëåæàùèõ
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ìíîæåñòâó L∞(RN)∩H2(RN) ïî x) ñ íîðìîé ‖ϕ(x; t)‖ =

sup
t>0

(
‖ϕ‖L∞(RN ) + ‖ϕ‖H2(RN )

)
. Ôîðìàëüíî ïðèìåíèì ê

óðàâíåíèþ îïåðàòîð B[·] è ïðîèíòåãðèðóåì åãî îò 0 äî
t ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ äàííûõ:

v(x; t) = u0(x) +

t∫
0

eaτB[f(x; ve−aτ)]dτ. (12.6)

Îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u(·) ∈
X , îïðåäåë¼ííóþ ïî ïðàâèëó u = ve−at, ãäå v ∈ X �
ðåøåíèå (12.6).
Òåîðåìà 1.Ïóñòü âåëè÷èíà ‖u0‖L∞(RN )+‖u0‖H2(RN )

äîñòàòî÷íî ìàëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîá-
ù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è.
Òåîðåìà 2.Ïóñòü âåëè÷èíà ‖u0‖L∞(RN )+‖u0‖H2(RN )

äîñòàòî÷íî ìàëà. Òîãäà ïðè t → ∞ èìååò ìåñòî
àñèìïòîòèêà

u = A(x)e−at +O
(
e−αat

)
,

ãäå A(·) íå çàâèñèò îò t, α = const > 1.



Ãëàâà XIII. Ââåäåíèå â
ãðóïïîâîé àíàëèç

Âñ¼, ÷òî âèäèì ìû, � âèäèìîñòü òîëüêî îäíà.
Äàëåêî îò ïîâåðõíîñòè ìèðà äî äíà.

Ïîëàãàé íåñóùåñòâåííûì ÿâíîå â ìèðå,
Èáî òàéíàÿ ñóùíîñòü âåùåé íå âèäíà.

Î. Õàéÿì

Îäíîé èç îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãðóïï ÿâëÿ-
åòñÿ èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé35 ñ ïàðàìåò-
ðîì a èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà ∆:

Ta :

{
x = ϕ(x; y; a);

y = ψ(x; y; a).

Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(·) è ψ(·) íåçàâèñèìû, òî åñòü

D(ϕ;ψ)

D(x; y)
6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëîêàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé Ëè (G) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî
ïðåîáðàçîâàíèé Ta, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

1. ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå a0 ∈ ∆, êîòîðîìó ñîîòâåò-
35Çäåñü ÷åðòà íàä ïåðåìåííîé áóäåò îáîçíà÷àòü íå âåêòîð, à íîâîå çíà÷åíèå � ðåçóëüòàò

ïðåîáðàçîâàíèÿ.

120



Ââåäåíèå â ãðóïïîâîé àíàëèç 121

ñòâóåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî åñòü

Ta0
(x; y) = (x; y);

2. äëÿ ëþáîãî a ∈ ∆ ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ã ∈
∆, ÷òî åñëè

(x; y) = Ta(x; y),

òî

(x; y) = Tã(x; y);

3. äëÿ âñåõ a, b ∈ ∆ ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå c ∈ ∆,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñóïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé ñ
ïàðàìåòðàìè a è b, òî åñòü

Tc = TbTa;

4. ôóíêöèè ϕ(·) è ψ(·) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû
ïî a.

Òàêèì îáðàçîì, ê êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ãðóïïû
äîáàâëåíî òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ïî a. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a0 = 0,
à c = a + b, òî åñòü ñóïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé ñ
ïàðàìåòðàìè a è b ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïà-
ðàìåòðîì c = a+ b: TbTa = Ta+b.

Ðàçëîæèì ϕ(·) è ψ(·) ïî ñòåïåíÿì a:{
x = x+ ξ(x; y)a+O(a2);

y = y + η(x; y)a+O(a2),

ãäå

ξ =
∂ϕ

∂a

∣∣∣∣
a=0

; η =
∂ψ

∂a

∣∣∣∣
a=0

.

Âåêòîð (ξ; η) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì â òî÷êå (x; y) ê
êðèâîé, îïèñûâàåìîé ïðåîáðàçîâàíèåì òî÷êè (x; y), ïî-
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ýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå âåêòîðû îáðàçóþò êàñàòåëü-
íîå âåêòîðíîå ïîëå ãðóïïû G. Ââåä¼ì îïåðàòîð

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
, (13.1)

íàçûâàåìûé ãåíåðàòîðîì ãðóïïû G èëè èíôèíèòåçè-
ìàëüíûì îïåðàòîðîì ãðóïïû G.
Òåîðåìà Ñ. Ëè. Ôóíêöèè ϕ(·) è ψ(·) èìåþò ðàç-

ëîæåíèÿ {
x = x+ aξ +O(a2);

y = y + aη +O(a2)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-
ìè çàäà÷è Êîøè

dϕ

da
= ξ(ϕ;ψ); ϕ|a=0 = x;

dψ

da
= η(ϕ;ψ); ψ|a=0 = y.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ãðóïïó ïîâîðîòà:{
x = x cos a+ y sin a;

y = −x sin a+ y cos a.
(13.2)

Èçó÷èì âçàèìîñâÿçü ìåæäó (ϕ;ψ) è (ξ; η).

• Ïî (ϕ;ψ) íàéä¼ì (ξ; η). Çäåñü{
ϕ(x; y; a) = x cos a+ y sin a;
ψ(x; y; a) = −x sin a+ y cos a,

îòêóäà

ξ =
dϕ

da

∣∣∣∣
a=0

= y; η =
dψ

da

∣∣∣∣
a=0

= −x.

Çíà÷èò,

X = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
.
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• Îáðàòíî: ïî (ξ; η) íàéä¼ì (ϕ;ψ). Èç çàäà÷è Êîøè
dx

da
= y; x|a=0 = x;

dy

da
= −x; y|a=0 = y

íåñëîæíî ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé:{
x = c1 cos a+ c2 sin a;

y = −c1 sin a+ c2 cos a.

Òåïåðü ó÷ò¼ì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: c1 = x, c2 = y,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò ôîð-
ìóëàì (13.2).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ F (x; y) íàçûâàåòñÿ èí-
âàðèàíòîì ãðóïïû G, åñëè F (x; y) = F (x; y), òî åñòü
F (ϕ(x; y; a);ψ(x; y; a)) = F (x; y).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ F (x; y) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òîì ãðóïïû G ñ ãåíåðàòîðîì X òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ XF = 0,
òî åñòü

ξ
∂F

∂x
+ η

∂F

∂y
= 0.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îïåðàòîð

X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.

Óðàâíåíèþ XF = 0 ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå õàðàê-
òåðèñòèê dx/x = dy/y, èìåþùåå èíòåãðàë h = x/y.
Çíà÷èò, îáùèé âèä èíâàðèàíòà � F (x; y) = Φ(x/y), ãäå
Φ(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà.

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ââåä¼ííûå
ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîíÿòèÿ èìåþò î÷åâèäíûå îáîáùå-
íèÿ íà ñëó÷àé áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ. Óðàâ-
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íåíèå XF = 0 â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

n∑
k=1

ξk(x)
∂F

∂xk
= 0.

Îíî èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

dx1

ξ1
=
dx2

ξ2
= . . . =

dxn
ξn

ñ íåçàâèñèìûìè èíòåãðàëàìè ψ1(x),. . . , ψn−1(x). Òîãäà
ïðîèçâîëüíûé èíâàðèàíò îïåðàòîðà èìååò âèä F (x) =
Φ(ψ1(x); . . . ;ψn−1(x)).
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

F1(x1; . . . ;xn) = 0;

. . . ;

Fs(x1; . . . ;xn) = 0,

(13.3)

ãäå s < n. Ïóñòü rg ‖∂Fk∂xl
‖ = s ∀x. Òîãäà ñèñòåìà îïðå-

äåëÿåò (n− s)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü.
Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (13.3) ÿâ-

ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G, çàäàí-
íîé ñîîòíîøåíèÿìè

xk = fk(x; a),

åñëè ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû ïîâåðõ-
íîñòè M , çàäàííîé ñèñòåìîé, òî åñòü x ∈ M ∀x ∈
M . ÏîâåðõíîñòüM íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîâåðõ-
íîñòüþ.
Òåîðåìà 3. Ïîâåðõíîñòü M , çàäàííàÿ ñèñòåìîé

(13.3), åñòü èíâàðèàíò ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå G ñ ãå-
íåðàòîðîì X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XFk|M = 0
ïðè âñåõ k = 1; s.
Òåîðåìà 4.Ëþáàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðå-

îáðàçîâàíèé G ñ ãåíåðàòîðîì âèäà (13.1) ìîæåò áûòü
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ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ t = t(x; y), u = u(x; y)
ïðèâåäåíà ê ãðóïïå ñäâèãîâ t = t + a, u = u ñ ãåíåðà-
òîðîì X = ∂/∂t. Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå t è u íàçûâà-
þòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.
Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî óêàçàííàÿ çàìå-

íà âëèÿåò íà îïåðàòîð X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X = X(t(x; y))
∂

∂t
+X(u(x; y))

∂

∂u
.

Çíà÷èò, îïåðàòîð X ñîâïàä¼ò ñ ∂/∂t, åñëè íàëîæèòü
óñëîâèÿ {

Xt = 1;

Xu = 0.
(13.4)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (13.4) äà¼ò ñïîñîá íàéòè êàíî-
íè÷åñêèå ïåðåìåííûå.
Íàïðèìåð, íàéä¼ì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå äëÿ ãðóï-

ïû ðàñòÿæåíèé ñ ãåíåðàòîðîì

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå (13.4) ïðèìåò âèä

x
∂t

∂x
+ y

∂t

∂y
= 1.

Äîñòàòî÷íî íàéòè ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ � âîçüì¼ì äëÿ ïðîñòîòû t, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò
x. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ëåãêî íàéòè t = ln |x|. Âòîðîå
óðàâíåíèå èìååò âèä

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0.

Îíî èìååò óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê dx/x = dy/y ⇔
y/x = const. Âîçüì¼ì äëÿ ïðîñòîòû u = y/x. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèõîäèì ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì t =
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ln |x|, u = y/x. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ãðóïïà ðàñòÿæåíèé

x = xea; y = yea

ñâåëàñü ê ãðóïïå ñäâèãà

t = t+ a; u = u.

Äåéñòâèòåëüíî,

t = ln |x| = ln |xea| = ln |x|+ a = t+ a;

u =
y

x
=
yea

xea
=
y

x
= u.



Ãëàâà XIV. Ïðèìåíåíèå
ãðóïïîâîãî àíàëèçà ê
îáûêíîâåííûì
äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà

Òåïåðü íàì íå íàäî ïî óëèöàì ìûêàòüñÿ îùóïüþ:
ìàøèíû íàñ æäóò è ðàêåòû óíîñÿò íàñ âäàëü.
À âñ¼-òàêè æàëü, ÷òî â Ìîñêâå áîëüøå íåòó

èçâîç÷èêîâ,
õîòÿ á îäíîãî, è íå áóäåò îòíûíå, � à æàëü.

Á.Ø. Îêóäæàâà

Ãðóïïîâîé àíàëèç âåñüìà ïîëåçåí ïðè èññëåäîâàíèè
íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà36.

� 1. Ñèììåòðèè óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïåðåéä¼ì ê ïðèìåíåíèþ ãðóïïîâîãî àíàëèçà ê äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ

x = ϕ(x; y; a); y = ψ(x; y; a).
36Î ïðèìåíåíèè ãðóïïîâîãî àíàëèçà ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïîäðîáíî ãîâîðèòñÿ â [11]
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Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ dy/dx? Çàìåòèì, ÷òî

dy

dx
=
Dxψ

Dxϕ
,

ãäå Dx � îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî
åñòü

Dxϕ = ϕ′x + ϕ′yy
′(x), Dxψ = ψ′x + ψ′yy

′(x).

Ââåäÿ ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé, ìû ñìî-
æåì âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïå-
ðåìåííûìè (x, y) èññëåäîâàòü àëãåáðàè÷åñêîå37 ñ òðåìÿ
ïåðåìåííûìè (x, y, ¾dydx¿) è ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó
G(1), íàçûâàåìóþ ïåðâûì ïðîäîëæåíèåì ãðóïïû G.
Íàéä¼ì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé. Òàê

êàê

ϕ = x+ aξ +O(a2), ψ = y + aη +O(a2),

òî

y′ =
y′ + aDxη +O(a2)

1 + aDxξ +O(a2)
=

= (y′ + aDxη +O(a2))(1− aDxξ +O(a2)) =

= y′ + (Dxη − y′Dxξ)a+O(a2).

Çíà÷èò, y′ = y′ + aζ1 +O(a2), ãäå

ζ1 = Dxη − y′Dxξ = η′x + (η′y − ξ′x)y′ − ξ′yy′
2
. (14.1)

Ãåíåðàòîð ãðóïïû ïåðåõîäèò â

X
1

= ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂y′
(14.2)

(¾ïåðâîå ïðîäîëæåíèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòî-
ðà¿).

37Àëãåáðàè÷åñêîå â øèðîêîì ñìûñëå, òî åñòü ñîäåðæàùåå, âîçìîæíî, ôóíêöèè áîëåå
ñëîæíîãî âèäà, ÷åì ìíîãî÷ëåíû, íî íå ñîäåðæàùåå ÿâíûì îáðàçîì îïåðàöèé äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâà-
íèé G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ dy/dx =
f(x; y), èëè ÷òî ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ãðóïïó G,
åñëè ôîðìà óðàâíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò
ïåðåìåííûõ (x, y) ê (x, y) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðå-
ñ÷¼òîì ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 1 (îñíîâíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèè). Ãðóï-
ïà ïðåîáðàçîâàíèé G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïåðå-
âîäèò ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ðåøåíèå òîãî æå
óðàâíåíèÿ.

Ãåíåðàòîð X äîïóñêàåìîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ äî-
ïóñêàåìûì îïåðàòîðîì èëè èíôèíèòåçèìàëüíîé ñèì-
ìåòðèåé óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Óðàâíåíèå y′ = f(y), íå ñîäåðæàùåå ÿâíûì îáðà-
çîì x, íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè x = x + a,
ñëåäîâàòåëüíî, îíî äîïóñêàåò îïåðàòîð X = ∂/∂x.

2. Óðàâíåíèå y′ = f(y/x) äîïóñêàåò ãðóïïó ðàñòÿæå-
íèé x = xea, y = yea ñ ãåíåðàòîðîì X = x∂/∂x +
y∂/∂y.

3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ðèêêàòè:

y′ + y2 − 2

x2
= 0.

Ïîäáåð¼ì äîïóñêàåìóþ ãðóïïó â âèäå ïðåîáðàçîâà-
íèé ìàñøòàáèðîâàíèÿ: x = kx, y = ly. Óðàâíåíèå
â íîâûõ ïåðåìåííûõ äîëæíî ñîâïàñòü ñ èñõîäíûì,
òî åñòü èìåòü âèä

dy

dx
+ y2 − 2

x2 = 0,

÷òî ñ ó÷¼òîì ñâÿçè ìåæäó ñòàðûìè è íîâûìè ïåðå-
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ìåííûìè äà¼ò

ldy

kdx
+ l2y2 − 2

k2x2
= 0⇔ dy

dx
+ kly2 − 2

klx2
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå áóäåò èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî âûáðàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè óñëîâèè
kl = 1. Ïîýòîìó ïîëîæèì k = ea, l = e−a, îòêóäà
x = xea, y = ye−a. Çíà÷èò, óðàâíåíèå èìååò ñèì-
ìåòðèþ

X = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
.

Èññëåäóåì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ îáùåãî
âèäà, äîïóñêàþùåãî çàäàííóþ ñèììåòðèþ. À èìåííî,
êàêîâ îáùèé âèä ôóíêöèè f(·) ïðè óñëîâèè, ÷òî óðàâ-
íåíèå y′ = f(x; y) äîïóñêàåò îïåðàòîð âèäà

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y

ñ çàäàííûìè ξ è η? Ðàññìîòðèì ïðîäîëæåííûé îïåðà-
òîð (14.2); ïðèìåíèì óñëîâèå èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíî-
ñòè:

ζ1|y′=f(x;y) = ξ
∂f

∂x
+ η

∂f

∂y
,

îòêóäà

ξ
∂f

∂x
+ η

∂f

∂y
= (η′x + (η′y − ξ′x)y′ − ξ′yy′

2
)
∣∣∣
y′=f

=

= η′x + (η′y − ξ′x)f − ξ′yf 2.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå

ξ
∂f

∂x
+ η

∂f

∂y
= η′x + (η′y − ξ′x)f − ξ′yf 2 (14.3)

îïðåäåëÿåò òðåáóåìûå ôóíêöèè f(·).
Íàïðèìåð, íàéä¼ì óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå îïåðà-

òîð X = x∂/∂x− y∂/∂y. Ðàâåíñòâî (14.3) ïðèìåò âèä

x
∂f

∂x
− y∂f

∂y
= −2f. (14.4)
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Èç åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

dx

x
= −dy

y
= − df

2f

íàéä¼ì ïåðâûå èíòåãðàëû: ψ1 = xy, ψ2 = x2f . Çíà-
÷èò, îáùåå ðåøåíèå (14.4) èìååò âèä f = x−2F (xy), ãäå
F (·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà. Ïðè-
õîäèì ê ñåìåéñòâó óðàâíåíèé

x2y′ = F (xy),

äîïóñêàþùèõ çàäàííûé îïåðàòîð.

� 2. Óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0, (14.5)

ãäå P (·) è Q(·) � ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ38.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (14.5)
äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
,

ïðè÷¼ì Pξ + Qη 6= 0. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå èìååò èí-
òåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü âèäà

µ =
1

Pξ +Qη
,

íàçûâàåìûé èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì Ëè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

• Óðàâíåíèå
ydx+ (x− y)dy = 0

38Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì.
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èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ x = xea,
y = yea, ñëåäîâàòåëüíî, îíî äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Ïîýòîìó îíî èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ =
1

xy + y(x− y)
=

1

2xy − y2
.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ìíîæèòåëÿ ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ê
óðàâíåíèþ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

ydx

2xy − y2
+

(x− y)dy

2xy − y2
= 0.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî èìååò ðåøåíèå â âèäå
íåÿâíîé ôîðìóëû

(2x− y)y = C.

• Çàïèøåì óðàâíåíèå Ðèêêàòè â âèäå(
y2 − 2

x2

)
dx+ dy = 0.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíî äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
.

Çíà÷èò,

µ =
1

(y2 − 2/x2) x− y
=

x

x2y2 − xy − 2
.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà µ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

xdy

x2y2 − xy − 2
+

+
1

x2y2 − xy − 2
· x

2y2 − 2

x
dx = 0,
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÷òî ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

xdy

x2y2 − xy − 2
+
x2y2 − xy − 2 + xy

x(x2y2 − xy − 2)
dx = 0,

òî åñòü
d(xy)

x2y2 − xy − 2
+
dx

x
= 0. (14.6)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî∫
dz

z2 − z − 2
=

1

3
ln

∣∣∣∣z − 2

z + 1

∣∣∣∣+ const .

Ïîýòîìó ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå (14.6) äà¼ò

1

3
ln

∣∣∣∣z − 2

z + 1

∣∣∣∣+ ln |x| = const,

ãäå z = xy. Âûðàæàÿ y, ïîëó÷èì:

y =
2x3 + C

x(x3 − C)
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü èçâåñòíû äâà ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëÿ µ1;2(x; y) óðàâíåíèÿ
(14.5). Òîãäà åãî îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå íåÿâíîé ôîðìóëû:

µ1(x; y)

µ2(x; y)
= C. (14.7)

Ðàññìîòðèì äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîé òåîðåìû ñëåäóþ-
ùåå óðàâíåíèå:

y′ =
y

x
+
y2

x3
.

Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

(x2y + y2)dx− x3dy = 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî äîïóñêàåò îïåðàòîðû

X1 = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
.
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Èì ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðèðóþùèå ìíîæèòåëè

µ1 =
1

x2y2
, µ2 =

1

xy(y − x2)
.

Óðàâíåíèå (14.7) ïîñëå óïðîùåíèé äàñò

y =
x2

1− Cx
.

� 3. Èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ

Óðàâíåíèå y′ = f(x; y) ñ èçâåñòíîé ñèììåòðèåé

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y

ìîæíî óïðîñòèòü ñ ïîìîùüþ ââåä¼ííûõ ðàíåå êàíî-
íè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. À èìåííî, â íîâûõ ïåðåìåííûõ
ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò ÿâíî çàâèñåòü òîëüêî îò íîâîé ôóíê-
öèè, à íå îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, è óðàâíåíèå ìîæ-
íî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü â êâàäðàòóðàõ. Ïåðå÷èñëèì
ýòè äåéñòâèÿ ïîäðîáíåå:

1. íàéòè êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå t (íåçàâèñèìóþ ïå-
ðåìåííóþ) è u (ôóíêöèþ) èç óñëîâèé Xt = 1 è
Xu = 0;

2. ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ñ÷è-
òàÿ u ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò t:

du

dt
= g(u);

3. ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå êâàäðàòó-
ðîé;

4. ñäåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó.

Ïðèìåíèì ýòîò àëãîðèòì ê äâóì óðàâíåíèÿì.
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• Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′ =
y

x
+
y3

x3
.

1. íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå èìåþò âèä t = ln |x|, u = y/x.

2. Òàê êàê

dy

dx
=
d(xu)

dx
= u+x

du

dx
= u+x

du

dt
· dt
dx

= u+
du

dt
,

òî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

du

dt
= u3.

3. Èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò u(t) = ±1/
√
C − 2t.

4. Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíûì îáîçíà÷åíèÿì: y(x) =
±x/

√
C − ln(x2).

• Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå Ðèêêàòè:

y′ + y2 − 2

x2
= 0.

Òàê êàê îíî äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
,

òî êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå èìåþò âèä t = ln |x|,
u = xy. Ñëåäîâàòåëüíî,

dy

dx
=

d

dx

(u
x

)
= − u

x2
+

1

x
· du
dx

= − u

x2
+

1

x
· du
dt
· dt
dx

=

= − u

x2
+
u′(t)

x2
.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðå-
îáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y′+y2− 2

x2
=
u′(t)

x2
− u

x2
+
u2

x2
− 2

x2
=
u′ + u2 − u− 2

x2
,
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à çíà÷èò, óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

du

dt
= −(u2 − u− 2). (14.8)

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàñò

ln

∣∣∣∣u− 2

u+ 1

∣∣∣∣ = −3t+ const, (14.9)

îòêóäà

u =
C + 2e3t

e3t − C
.

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíûì ïåðåìåííûì:

y =
2x3 + C

x(x3 − C)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò (14.8) ê (14.9) íå áûë ðàâ-
íîñèëüíûì: ìîãëè áûòü ïîòåðÿíû ðåøåíèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (14.8) ðàâíà íóëþ. Ïðîâåðêîé
óáåæäàåìñÿ, ÷òî u = 2 è u = −1 áóäóò ðåøåíèÿìè.
Èì ñîîòâåòñòâóþò y = 2/x è y = −1/x.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà:

y′ =
y

x
+

1

x
F
(y
x

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå

x =
x

1− ax
, y =

y

1− ax
.

Çàìåòèì, ÷òî

Dxx =
1

(1− ax)2
, Dxy =

(1− ax)y′ + ay

(1− ax)2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

dy

dx
=
Dxy

Dxx
= (1− ax)y′ + ay.

Óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåì â âèäå

dy

dx
− y

x
− 1

x
F

(
y

x

)
= 0,

÷òî ñ ó÷¼òîì óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî çàïè-
ñàòü êàê

(1− ax)y′ + ay − y

x
− 1− ax

x
F
(y
x

)
= 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå â ñëó÷àå F (σ) = σ2, òî åñòü

y′ =
y

x
+
y2

x3
.

1. Ñèñòåìå Xt = 1, Xu = 0 óäîâëåòâîðÿþò t = −1/x,
u = y/x.

2. Çàìåòèì, ÷òî

y′ =
d(xu)

dx
= u+x

du

dx
= u+x

du

dt
· dt
dx

= u+xu′
1

x2
= u+

u′

x
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

du

dt
= u2.

3. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äà¼ò u = 1/(C + t) èëè u =
0, îòêóäà y = x2/(1− Cx) èëè y = 0.

� 4. Èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ

Ãðóïïà ñèììåòðèè ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâíèé, êîòîðûå
îòîáðàæàþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â ýòî æå
ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì âîçìîæíî, ÷òî êàêèå-òî ðåøåíèÿ
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ïåðåõîäÿò â ñåáÿ. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ èíâàðè-
àíòíûìè.
Íàïðèìåð, íàéä¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

y′ + y2 − 2

x2
= 0,

èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

X = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
.

Èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè XI = 0 íàõîäèì èíâàðè-
àíò I = xy. Çíà÷èò, xy = c = const � ñîîòíîøå-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå èíâàðèàíòíîìó ðåøåíèþ. Ïîýòî-
ìó y = c/x � îáùàÿ ôîðìà òàêîãî ðåøåíèÿ. ×òîáû
íàéòè c, ïîäñòàâèì ýòî ïðåäâàðèòåëüíîå âûðàæåíèå â
óðàâíåíèå:

− c

x2
+
c2

x2
− 2

x2
= 0,

îòêóäà c = −1 èëè c = 2. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
èìååò èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ y = −1/x è y = 2/x.
Îáñóäèì òåïåðü, êàê ìîæíî ïðèìåíÿòü èíâàðèàíò-

íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî èíòåãðàëà îáûê-
íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ñèììåòðèÿìè. Ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå

y′ =
y

x
+

yn

xn+1
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî äîïóñêàåò îïåðàòîðû

X1 = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
, X2 = (n− 1)x

∂

∂x
+ ny

∂

∂y
.

Èç óñëîâèÿ X2I = 0 íàõîäèì èíâàðèàíò I = yn−1/xn.
Çíà÷èò, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýòîãî îïåðàòîðà ðå-
øåíèå äîëæíî èìåòü âèä y = λxn/(n−1). Ïîäñòàâèâ ýòî
âûðàæåíèå â óðàâíåíèå, íàéä¼ì λ = (n − 1)−1/(n−1).



Ïðèìåíåíèå ãðóïïîâîãî àíàëèçà ê ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà 139

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå â íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ èìååò âèä

y =

(
1

n− 1

)1/(n−1)

xn/(n−1). (14.10)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿX1: ýòîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâó-
åò ïðåîáðàçîâàíèå

x =
x

1− ax
, y =

y

1− ax
.

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (14.10):

y

1− ax
=

(
1

n− 1

)1/(n−1)(
x

1− ax

)n/(n−1)

,

îòêóäà

y =

(
1

n− 1

)1/(n−1)

· xn/(n−1)

(1− ax)1/(n−1)
,

ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
n = 2 óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå y = x2/(1− ax).



Ãëàâà XV. Ãðóïïîâîé
àíàëèç óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

Íå ìó÷üòåñü ïîíàïðàñíó � âñåìó ñâîÿ ïîðà.
Òðàâó âçðàñòèòå � ê îñåíè ñîìí¼òñÿ.

Âû íà÷àëè ïðîãóëêó ñ àðáàòñêîãî äâîðà,
ê íåìó-òî âñ¼, êàê âèäíî, è âåðí¼òñÿ.

Á.Ø. Îêóäæàâà

Ãðóïïîâîé àíàëèç â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèÿì â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïîçâîëÿåò:

1. íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå èíâàðèàíòíî39,

2. íàéòè èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ (âàæíûé êëàññ òî÷-
íûõ ðåøåíèé),

3. ïî îäíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ íàéòè êëàññ ðåøå-
íèé ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.

Îáñóäèì ýòè âîïðîñû â äàííîé ãëàâå40. Îòìåòèì, ÷òî
ãðóïïîâîé àíàëèç ïðèìåíèì ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è ñèñòåìàì óðàâíåíèé ëþáîãî ïîðÿäêà �
çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà.

39Òî åñòü ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå èìååò òàêîé æå âèä, êàê è èñõîäíîå, ñ òî÷íîñòüþ
äî îáîçíà÷åíèé.

40Åù¼ îäíî ïðèìåíåíèå ãðóïïîâîãî àíàëèçà � ëèíåàðèçàöèÿ. Îáñóäèì ýòîò ïîäõîä â
ãëàâå XVI.

140
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u, çàâè-
ñÿùåé îò ïåðåìåííûõ x è y. Ïîäîáíî òîìó, êàê áûëî
ñäåëàíî ïðè èññëåäîâàíèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ââåä¼ì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ïðåîá-
ðàçîâàíèé:

x = ϕ1(x, y, u, a),

y = ϕ2(x, y, u, a),

u = ψ(x, y, u, a),

x
∣∣∣
a=0

= x, y
∣∣∣
a=0

= y, u
∣∣∣
a=0

= u.

(15.1)

Ïîëîæèì

ξ =
∂ϕ1

∂a

∣∣∣
a=0

, η =
∂ϕ2

∂a

∣∣∣
a=0

, ζ =
∂ψ

∂a

∣∣∣
a=0

.

Ââåä¼ì èíôèíèòåçèìåëüíûé îïåðàòîð

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ

∂

∂u
.

Òåîðåìà Ñ. Ëè. Ïóñòü èçâåñòíû ξ, η, ζ. Òîãäà ïî
íèì ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèè ϕ1, ϕ2, ψ, ðåøèâ
çàäà÷ó Êîøè

dϕ1

da
= ξ(ϕ1, ϕ2, ψ),

dϕ2

da
= η(ϕ1, ϕ2, ψ),

dψ

da
= ζ(ϕ1, ϕ2, ψ),

ϕ1

∣∣∣
a=0

= x, ϕ2

∣∣∣
a=0

= y, ψ
∣∣∣
a=0

= u.

Îïðåäåëåíèå.Èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (15.1)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ I(x, y, u), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ I(x, y, u) = I(x, y, u).
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Èíâàðèàíòû ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

XI = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð X èìååò äâà ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà.

Ïóñòü â óðàâíåíèå âõîäÿò ïðîèçâîäíûå u ïî x è y

ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü óðàâíåíèå
àëãåáðàè÷åñêèì41 îòíîñèòåëüíî áîëüøåãî ÷èñëà ïåðå-
ìåííûõ42.

Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè (15.1). Ìîæíî ïîêàçàòü43, ÷òî

∂u

∂x
=
∂u

∂x
+ aζ1 +O(a2),

∂u

∂y
=
∂u

∂y
+ aζ2 +O(a2),

∂2u

∂x2 =
∂2u

∂x2
+ aζ11 +O(a2),

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂x∂y
+ aζ12 +O(a2),

∂2u

∂y2 =
∂2u

∂y2
+ aζ22 +O(a2),

41Àëãåáðàè÷åñêèì â øèðîêîì ñìûñëå, òî åñòü ñîäåðæàùèì, âîçìîæíî, ôóíêöèè áîëåå
ñëîæíîãî âèäà, ÷åì ìíîãî÷ëåíû, íî íå ñîäåðæàùèì ÿâíûì îáðàçîì îïåðàöèé äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ.

42À èìåííî, óðàâíåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü äî âîñüìè ¾íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ¿: x, y,

u, ¾ ∂u
∂x
¿, ¾ ∂u

∂y
¿, ¾ ∂

2u
∂x2

¿, ¾ ∂2u
∂x∂y

¿, ¾ ∂
2u
∂y2

¿.
43Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû âûâîäó ôîðìóëû (14.1). Îíè ïðèâåäåíû â [30, ñ. 106�107].
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ãäå

ζ1 =ζ ′x + (ζ ′u − ξ′x)u′x − η′xu′y − ξ′uu′x
2 − η′uu′xu′y;

ζ2 =ζ ′y − ξ′yu′x + (ζ ′u − η′y)u′y − ξ′uu′xu′y − η′uu′y
2
,

ζ11 =ζ ′′x2 + (2ζ ′′ux − ξ′′x2)u′x − η′′x2u′y + (ζ ′′u2 − 2ξ′′ux)u
′
x

2−
− 2η′′uxu

′
xu
′
y − ξ′′u2u′x

3 − η′′u2u′x
2
u′y + (ζ ′u − 2ξ′x)u

′′
x2−

− 3ξ′uu
′
xu
′′
x2 − η′uu′′x2u′y − 2η′xu

′′
xy − 2η′uu

′
xu
′′
xy,

ζ12 =ζ ′′xy + (ζ ′′uy − ξ′′xy)u′x + (ζ ′′ux − η′′xy)u′y − ξ′′uyu′x
2−

− (ζ ′′u2 − ξ′′ux − η′′uy)u′xu′y − η′′uxu′y
2 − ξ′′u2u′x

2
u′y−

− η′′u2u′xu
′
y

2 − ξ′yu′′x2 − ξ′uu′′x2u′y + (ζ ′u − ξ′x − η′y)u′′xy−
− 2ξ′uu

′
xu
′′
xy − 2η′uu

′
yu
′′
xy − η′xu′′y2 − η′uu′xu′′y2,

ζ22 =ζ ′′y2 − ξ′′y2u′x + (2ζ ′′uy − η′′y2)u′y − 2ξ′′uyu
′
xu
′
y+

+ (ζ ′′u2 − 2η′′uy)u
′
y

2 − ξ′′u2u′xu
′
y

2 − η′′u2u′y
3 − 2ξ′yu

′′
xy−

− 2ξ′uu
′
yu
′′
xy + (ζ ′u − 2η′y)u

′′
y2 − ξ′uu′xu′′y2 − 3η′uu

′
yu
′′
y2.

(15.2)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

F (x; y;u;u′x;u
′
y;u

′′
x2;u′′xy;u

′′
y2) = 0.

Îïèøåì ïðîöåäóðó ïîèñêà ñèììåòðèé (ïðåîáðàçîâàíèé,
ñîõðàíÿþùèõ âèä) ýòîãî óðàâíåíèÿ.

1. Ïóñòü óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òîãäà

F (x; y; u; u′x; u
′
y; u

′′
x2; u′′xy; u

′′
y2) = 0.

Ðàçëîæèì â ðÿä ïî a ëåâóþ ÷àñòü. Ïðèä¼ì ê óñëî-
âèþ {

X
2
F = 0,

F = 0,
(15.3)
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ãäå

X
2
F = ξ

∂F

∂x
+ η

∂F

∂y
+ ζ

∂F

∂u
+ ζ1

∂F

∂u′x
+ ζ2

∂F

∂u′y
+

+ζ11
∂F

∂u′′x2

+ ζ12
∂F

∂u′′xy
+ ζ22

∂F

∂u′′y2

.

Ñîîòíîøåíèå (15.3) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì èíâàðè-
àíòíîñòè, à îïåðàòîð X

2
� âòîðûì ïðîäîëæåíèåì

îïåðàòîðà X .

2. Èç ñèñòåìû (15.3) èñêëþ÷àåòñÿ îäíà èç ïðîèçâîä-
íûõ u ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà. Çàòåì ëåâàÿ
÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà çàïèñûâàåòñÿ êàê ìíî-
ãî÷ëåí ïî ¾íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì¿ � âñåâîç-
ìîæíûì ïðîèçâåäåíèÿì ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u.
Íàïðèìåð, èñêëþ÷èâ u′′y2, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñî-
îòíîøåíèå:∑

k1;k2;k3;k4

Ak1;k2;k3;k4
(u′x)

k1(u′y)
k2(u′′x2)

k3(u′′xy)
k4 = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòû Ak1;k2;k3;k4
çàâèñÿò îò x, y, u, ξ,

η, ζ, à òàêæå ïðîèçâîäíûõ ξ, η, ζ, íî íå çàâèñÿò
îò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u. Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò
âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû
Ak1;k2;k3;k4

ðàâíû íóëþ. Ïðèõîäèì ê ïåðåîïðåäåë¼í-
íîé ñèñòåìå äëÿ ξ, η, ζ.

3. Ðåøàåì ýòó îïðåäåëÿþùóþ ñèñòåìó äëÿ ξ, η, ζ.

Çàìå÷àíèå 1. Ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ξ, η, ζ ëè-
íåéíà.

Çàìå÷àíèå 2.Èíâàðèàíò I, ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâ-
íåíèþ XI = 0, óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ X

2
I = 0.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàê èñïîëüçóåòñÿ äàííàÿ ñõå-
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ìà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(u). (15.4)

Çäåñü F = u′′x2 + u′′y2 − f(u). Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ïåðâîå èç
ðàâåíñòâ óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè (15.3) èìååò âèä

ζ11 + ζ22 − ζf ′(u) = 0.

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ ζ11 è ζ22 è çàìåíèâ u
′′
y2

íà f(u)− u′′x2, ïîëó÷èì:

− 2ξ′uu
′
xu
′′
x2 + 2η′uu

′
yu
′′
x2 − 2η′uu

′
xu
′′
xy − 2ξ′uu

′
yu
′′
xy−

− 2(ξ′x − η′y)u′′x2 − 2(ξ′y + η′x)u
′′
xy − ξ′′u2u′x

3 − η′′u2u′x
2
u′y−

− ξ′′u2u′xu
′
y

2 − η′′u2u′y
3

+ (ζ ′′u2 − 2ξ′′xu)u
′
x

2−
− 2(ξ′′yu + η′′xu)u

′
xu
′
y + (ζ ′′u2 − 2η′′yu)u

′
y

2
+

+
(
2ζ ′′xu − ξ′′x2 − ξ′′y2 − f(u)ξ′u

)
u′x+

+
(
2ζ ′′yu − η′′x2 − η′′y2 − 3f(u)η′u

)
u′y + ζ ′′x2 + ζ ′′y2+

+ f(u) · (ζ ′u − 2η′y)− ζf ′(u) = 0.

Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå (çäåñü óêàçàíû êîìáè-
íàöèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ
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êîíêðåòíûå êîýôôèöèåíòû):

u′xu
′′
x2 : ξ′u = 0;

u′yu
′′
x2 : η′u = 0;

u′′x2 : ξ′x − η′y = 0;

u′′xy : ξ′y + η′x = 0;

u′x
2

: ζ ′′u2 − 2ξ′′ux = 0;

u′xu
′
y : η′′ux + ξ′′uy = 0;

u′x : 2ζ ′′ux − ξ′′x2 − ξ′′y2 − ξ′uf(u) = 0;

u′′y2 : ζ ′′u2 − 2η′′uy = 0;

u′y : 2ζ ′′uy − η′′x2 − η′′y2 − 3η′uf(u) = 0;

1 : ζ ′′x2 + ζ ′′y2 − f ′(u) · ζ + f(u) · (ζ ′u − 2η′y) = 0.

Äðóãèå óðàâíåíèÿ44 íå óêàçàíû â ýòîé ñèñòåìå, ïî-
ñêîëüêó îíè äóáëèðóþò íàïèñàííûå èëè ÿâëÿþòñÿ èõ
ñëåäñòâèÿìè. Èç ïåðâîãî, âòîðîãî è ïÿòîãî óðàâíåíèé
ïîëó÷èì:

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), ζ = a(x, y)u+ b(x, y), (15.5)

ãäå a(·) è b(·) � ïîêà ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè äâóõ àðãó-
ìåíòîâ. Èç òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèé ïîëó÷èì:

∆ξ = 0, ∆η = 0. (15.6)

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ξ è η â ñåäüìîå è
äåâÿòîå óðàâíåíèÿ, à çàòåì èñïîëüçóåì (15.6). Ïîëó÷èì

a′x = a′y = 0⇒ a ≡ const .

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî è (15.5) ñèñòåìà ïðèìåò âèä:
ξ′x − η′y = 0,

ξ′y + η′x = 0,

∆b− auf ′ − bf ′ + f · (a− 2η′y) = 0.

(15.7)

44À èìåííî, óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíàì, ïðîïîðöèîíàëüíûì u′xu
′′
xy , u

′
yu
′′
xy ,

u′x
3, u′x

2u′y , u
′
xu
′
y
2, u′y

3.
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Âèä ôóíêöèè f(·) ìîæåò âëèÿòü íà ëèíåéíóþ çàâè-
ñèìîñòü ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ýòîé ñèñòå-
ìû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. Ïóñòü f(·) � îáùåãî âèäà. Òîãäà â ïîñëåäíåì óðàâ-
íåíèè ñèñòåìû (15.7) ñëàãàåìûå ∆b, auf ′ è f · (a−
2ηy) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, a = b =
η′y = 0, òî åñòü ξ = c1y+c2, η = −c1x+c3, ζ = 0. Ïî-
ëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îäíó èç ïîñòîÿííûõ ðàâíîé
åäèíèöå, à äðóãèå � íóëþ, ïîëó÷èì, ÷òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû45:

X1 =
∂

∂x
,

X2 =
∂

∂y
,

X3 = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
.

(15.8)

Îíè ñîîòâåòñòâóþò ïåðåíîñàì ïî x è y è âðàùåíèþ
íà ïëîñêîñòè xy.

2. Ïóñòü
(au+ b)f ′ − (a− 2η′y)f = 0. (15.9)

Ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçíûé âèä â çàâèñèìîñòè îò
a.

• Âî-ïåðâûõ, ïóñòü a 6= 0. Èç (15.9) ïîëó÷èì

f(u) = C(au+ b)1− 2γ
a ,

ãäå γ = η′y = const, b = const. Ïîýòîìó ïðè

f(u) = uk (15.10)
45Êîãäà óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñëîæíûé îïåðàòîð ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîèçâîëüíûõ

ïîñòîÿííûõ, òî îáû÷íî åãî ïðåîáðàçóþò ê ñïèñêó ¾áàçèñíûõ¿ îïåðàòîðîâ, ïîëàãàÿ ïî
î÷åðåäè êàæäóþ ïîñòîÿííóþ ðàâíîé åäèíèöå, à îñòàëüíûå � íóëþ. Íàäî ïîìíèòü, ÷òî
óðàâíåíèå äîïóñêàåò ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ¾áàçèñíûõ¿ îïåðàòîðîâ, à íå
òîëüêî êàæäûé èç íèõ � îáñóäèì ýòî ïîäðîáíåå â �4.
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èñõîäíîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò è îïåðàòîð

X4 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+

2

1− k
u
∂

∂u
, (15.11)

ñîîòâåòñòâóþùèé íåðàâíîìåðíîìó ðàñòÿæåíèþ.

• Âî-âòîðûõ, ïóñòü a = 0. Òîãäà

f(u) = Ceλu,

ãäå λ = const. Ñëåäîâàòåëüíî, b = −2η′y
λ , à ôóíê-

öèè ξ è η îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà.
Â ÷àñòíîñòè ïðè b = const è

f(u) = eu (15.12)

ïîëó÷àåì îïåðàòîð

X5 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
− 2

∂

∂u
. (15.13)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå â ëþáîì ñëó÷àå äîïóñêàåò
îïåðàòîðû (15.8), êðîìå òîãî, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò
âèä (15.10) èëè (15.12), òî îíî äîïóñêàåò åù¼ è îïåðàòîð
(15.11) èëè (15.13) ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå îáñóäèì, êàê ñèììåòðèè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê

èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé.

� 2. Âíåñåíèå ïîñòîÿííîé

Ïóñòü èçâåñòíî íåêîòîðîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ, êðîìå òîãî, èçâåñòíà åãî ñèììåòðèÿ. Ïî
ýòèì äàííûì ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ. Îáñóäèì,
êàê ýòî ñäåëàòü, íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= eu.
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Ïîñòðîèì åãî òî÷íîå ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ýòî
áóäåò ôóíêöèÿ u, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò x, íî íå ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ ïîñòîÿííîé. Â òàêîì ñëó÷àå, íåñëîæíî ïîêàçàòü,
÷òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå âèäà

u = ln
2

x2
.

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (15.4), äîïóñêàþùåãî, êàê
áûëî ïîêàçàíî, îïåðàòîð X3 = y ∂

∂x − x ∂
∂y , êîòîðîìó

ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
x = x cos a+ y sin a,

y = y cos a− x sin a,

u = u.

(15.14)

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ,

u = ln
2

x2

áóäåò ðåøåíèåì òàêîãî æå óðàâíåíèÿ, ãäå ê êàæäîé ïå-
ðåìåííîé ïðèïèñàíà ÷åðòà. Ó÷èòûâàÿ (15.14), ïðèä¼ì
ê ñåìåéñòâó ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

u = ln
2

(x cos a+ y sin a)2

ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì a.
Îïèøåì ñõåìó ýòîãî ìåòîäà â îáùåì âèäå. Ïóñòü äà-

íî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u = g(x, y). Òàê êàê óðàâíåíèå
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåííûì x, y, u,
òî ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü ðåøåíèå
u = g(x; y). Âîçâðàùàÿñü çäåñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì,
ïîëó÷èì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé

ψ(x; y;u; a) = g
(
ϕ1(x; y;u; a), ϕ2(x; y;u; a)

)
ñ ïðîèçâîëüíûì a.
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� 3. Èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ

Äðóãîå ïðèìåíåíèå ñèììåòðèé � ïîñòðîåíèå èíâàðè-
àíòíûõ ðåøåíèé.

Îáðàòèìñÿ ê îïèñàííîìó ìåòîäó âíåñåíèÿ ïîñòîÿí-
íîé. Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèå u = g(x; y) ñîâ-
ïàäàåò ñ u = g(x, y). Òàêîå ðåøåíèå íàçûâàþò èíâàðè-
àíòíûì îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Êàê ïîñòðîèòü òàêîå ðåøåíèå? Áóäåì èñêàòü åãî
â íåÿâíîì âèäå: I(x, y, u) = 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
I(x; y;u) = 0. Íàõîäèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ñ îïåðàòîðîì X = ξ ∂

∂x + η ∂
∂y + ζ ∂

∂u , êîîðäèíà-
òû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè
(15.3). Çàòåì íàõîäèì äâà ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ
èíòåãðàëà I1;2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû

dx

ξ
=
dy

η
=
du

ζ
.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ XI = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå Ψ(I1; I2) = 0, ãäå Ψ(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ. Ïðèâåä¼ì ýòó ôîðìóëó ê âèäó
I2 = Φ(I1). Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîé
ôîðìîé èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ (â êà÷åñòâå I1 óäîáíî
áðàòü òîò èíâàðèàíò, êîòîðûé íå çàâèñèò îò u, åñëè òà-
êîé èìååòñÿ). Ôóíêöèþ Φ(·) îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ. À èìåííî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî
ïðåäâàðèòåëüíîé ôîðìû ðåøåíèÿ è óïðîùåíèé äîëæ-
íî ïîëó÷èòüñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ ôóíêöèè Φ(·) è íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé I1.

Ïîñòðîèì èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= uk.
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• Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíî äîïóñêàåò îïåðàòîð

X4 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+

2

1− k
u
∂

∂u
.

×òîáû íàéòè èíâàðèàíòû ýòîãî îïåðàòîðà, ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå X4I = 0. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ñèñòåìà èìååò âèä:

dx

x
=
dy

y
=

1− k
2
· du
u
.

Å¼ ïåðâûå èíòåãðàëû: y/x = const, ux2/(k−1) = const.
Çíà÷èò, èíâàðèàíòàìè áóäóò ôóíêöèè

I1 =
y

x
,

I2 = ux
2

k−1 .

Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ èìååò
âèä:

u = x−
2

k−1 Φ(z), z =
y

x
.

Äëÿ ôóíêöèè Φ ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå

(k − 1)2(z2 + 1)Φ′′(z) + 2(k2 − 1)zΦ′(z)+

+2(k + 1)Φ− (k − 1)2Φk = 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

z = tgQ(τ), Φ = τ(tg2Q(τ) + 1)
1

1−k ,

ãäå

Q(τ) = (k2 − 1)Q1(τ) + A2,

Q1(τ) =

∫
dτ√

2(k − 1)2τ k+1 − 4(k + 1)τ 2 + A1

,

τ � ïàðàìåòð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòðè÷åñêî-
ìó çàäàíèþ ôóíêöèè Φ(z), A1;2 � ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå.
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• Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò è
îïåðàòîð X3 = y ∂

∂x − x ∂
∂y . Îí èìååò èíâàðèàíòû

I1 = x2 + y2 è I2 = u. Ïîýòîìó óðàâíåíèå èìå-
åò ðåøåíèå u = Φ(x2 + y2), ãäå Φ(·) îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì

4zΦ′′(z) + 4Φ′(z) = Φk(z).

� 4. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû è àâòîìî-
äåëüíûå, ââåä¼ííûå ðàíüøå êàê òî÷íûå ðåøåíèÿ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê êëàññû
èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé.

1. Åñëè óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñîãëà-
ñîâàííîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, òî îíî äîëæ-
íî èìåòü àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ

y = eay, x = ekax, u = emau

(ïðè êàêèõ-òî ïîñòîÿííûõ k è m è òîæäåñòâåííî
ïî a), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð

X = y
∂

∂y
+ kx

∂

∂x
+mu

∂

∂u
.

Ýòîò îïåðàòîð èìååò èíâàðèàíòû I1 = xy−k, I2 =
uy−m, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü ðå-
øåíèÿ âèäà u = ymΦ(xy−k), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåä-
âàðèòåëüíîé ôîðìå àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé46.

46Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñòèòåëüíî óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì,
íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Ñîîòâåòñòâó-
þùåìó êîíòðïðèìåðó ïîñâÿùåíà çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ �9à íà ñ. 213.
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2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå, äîïóñ-
êàþùåå îïåðàòîð

X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
,

äîëæíî èìåòü ðåøåíèÿ âèäà u = Φ(x − ay/b), òî
åñòü ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû47 (ïåðåìåííàÿ
y ìîæåò èãðàòü ðîëü âðåìåíè, à âåëè÷èíà a/b �
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ ìîãóò
ïîðîæäàòüñÿ íå òîëüêî îòäåëüíûìè îïåðàòîðàìè, äî-
ïóñêàåìûìè óðàâíåíèåì. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ
îïåðàòîðîâ ìîãóò äàâàòü ðåøåíèÿ, íå ñâîäÿùèåñÿ ê òåì,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îòäåëüíûì îïåðàòîðàì. Íàïðè-
ìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
eu
∂u

∂x

)
äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = 2t

∂

∂t
+x

∂

∂x
, X4 = x

∂

∂x
+2

∂

∂u
.

Ðàññìîòðèì èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Âî-ïåðâûõ, îïå-
ðàòîð

Y1 = X1 + aX2 =
∂

∂t
+ a

∂

∂x
ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé a ïîðîæäàåò ðåøåíèå òèïà
áåãóùåé âîëíû

u = F (x− at),
ãäå ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà F (·) îïèñûâàåòñÿ îáûê-
íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

−aF ′ =
(
eFF ′

)′
.

47Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñòèòåëüíî óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì,
íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé òèïà áåãóùåé âîëíû. Ñîîò-
âåòñòâóþùåìó êîíòðïðèìåðó ïîñâÿùåíà çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ �9á íà
ñ. 213.
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Âî-âòîðûõ, îïåðàòîð

Y2 = X3 + aX4 = 2t
∂

∂t
+ (a+ 1)x

∂

∂x
+ 2a

∂

∂u

ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé a ïîðîæäàåò ðåøåíèå

u = F
(
xt−(a+1)/2

)
+ a ln t,

ãäå ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà F (θ) îïèñûâàåòñÿ îáûê-
íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì(

eFF ′
)′

+
a+ 1

2
θF ′ = a.

Ýòè íîâûå ðåøåíèÿ íå ïîëó÷àþòñÿ èç îòäåëüíî âçÿòûõ
îïåðàòîðîâ X1;2;3;4.



Ãëàâà XVI. Ðàçíîå

Ïîêóäà íî÷êà äëèòñÿ, ïîêóäà áðè÷êà êàòèò,
äîðîãè ýòîé äàëüíåé íà íàñ ñ òîáîþ õâàòèò.

Á.Ø. Îêóäæàâà

Êðàòêî èçëîæèì íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê èññëåäîâà-
íèþ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå âî-
øåäøèõ â ïðåäûäóùèå ãëàâû.

� 1. Ïîäõîä Ïåíëåâå

Òåîðèÿ Ïåíëåâå èçó÷àåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îá-
ùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà. À èìåí-
íî, èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (¾òåñò Ïåíëåâå¿) ñîñòîèò
â ïðîâåðêå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ (è ñàìîì ïîñòðîå-
íèè � òî÷íî èëè ïðèáëèæ¼ííî) ðåøåíèÿ îáûêíîâåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ48 ïîðÿäêà n

u(n)(z) = F (z;u;u′; . . . ;u(n−1))

â âèäå

u =
1

tp

∞∑
m=0

Amt
m,

ãäå t = z − z0, p = const ∈ N, à z0 � ïðîèçâîëüíàÿ
êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ðàññìîòðèì ýòîò àëãîðèòì íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

u′′(z) = u2(z) + au(z) + bz + cz2 (16.1)
48Èäåþ ìîæíî ïðèñïîñîáèòü è ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c.
Îïðåäåëèì íà÷àëüíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ A0t

−p ñ ïî-
ìîùüþ ïîäñòàíîâêè ýòîãî îäíî÷ëåíà â óðàâíåíèå:

A0p(p+ 1)t−p−2 = A2
0t
−2p+aA0t

−p+b(z0 + t)+c(z0 + t)2.

Çäåñü ïîä÷¼ðêíóòû òàê íàçûâàåìûå âåäóùèå ÷ëåíû, òî
åñòü òå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëüøèì ïî ìîäó-
ëþ îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì t. Ñòåïåíè âåäóùèõ ÷ëå-
íîâ äîëæíû áûòü ðàâíû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå êîýôôèöèåíò A0 áóäåò ðàâåí íóëþ, à çíà÷èò, ïîðÿ-
äîê ïîëþñà ðåøåíèÿ p ìîæíî áóäåò ïîíèçèòü. Çíà÷èò,
−p − 2 = −2p ⇔ p = 2. Âåäóùèå ÷ëåíû äîëæíû áûòü
òîæäåñòâåííî ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, A0 = 6.
Ñ ó÷¼òîì íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ âîçüìåì ðàçëîæå-

íèå ðåøåíèÿ

u = 6t−2 + A1t
−1 + A2 + A3t+ A4t

2+
+A5t

3 + A6t
4 +O(t5)

(16.2)

(ïî÷åìó íàäî äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âçÿòü èìåí-
íî ñòîëüêî òî÷íûõ ÷ëåíîâ, ïîÿñíèì ïîçæå) è ïîäñòàâèì
â óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî âèäà

B−3t
−3 +B−2t

−2 +B−1t
−1 +B0 +B1t+B2t

2 +O(t3) = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòû Bk (−3 6 k 6 2) âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ (16.2). Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ êàæäûé êîýôôèöèåíò
Bk, çàäàííûé òî÷íî, ïîëó÷èì:

t−3 : 10A1 = 0;

t−2 : 12A2 + A2
1 + 6a = 0;

t−1 : 12A3 + 2A1A2 + A1a = 0;

1 : 10A4 + 2A1A3 + A2
2 + A2a+ bz0 + cz2

0 = 0;

t : 6A5 + 2A1A4 + 2A2A3 + A3a+ 2cz0 + b = 0;

t2 : 0A6 + 2A1A5 + 2A2A4 + A2
3 + A4a+ c = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, A1 = 0, A2 = −a/2, A3 = 0, A4 =
(a2/4 − bz0 − cz2

0)/10, A5 = −b/6 − cz0/3, à ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

0A6 + c = 0. (16.3)

Âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ:

• ïðè c 6= 0 ðàâåíñòâî (16.3) ïðîòèâîðå÷èâî, à çíà÷èò,
èñõîäíîå óðàâíåíèå (16.1) íå óäîâëåòâîðÿåò òåñòó
Ïåíëåâå;

• ïðè c = 0 ðàâåíñòâî (16.3) âåðíî ïðè âñåõ êîìïëåêñ-
íûõ A6, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ðÿäà Ëîðàíà ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè
ïîñòîÿííûìè (z0 è A6), òî åñòü óðàâíåíèå óäîâëå-
òâîðÿåò òåñòó Ïåíëåâå.

Ïîÿñíèì òåïåðü, êàêèå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ëîðàíà
â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, è ñêîëü-
êî íàäî âçÿòü òî÷íûõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè (16.2), ÷òî-
áû ýòî âûÿñíèòü. Çàìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû
äëÿ îïðåäåëåíèÿ Am èìåþò âèä

kmAm = Φm(A0;A1; . . . ;Am−1). (16.4)

Âåëè÷èíà Am áóäåò ïðîèçâîëüíîé, åñëè îäíîâðåìåí-
íî km = 0 è Φm(A0;A1; . . . ;Am−1) = 0. Ìíîæèòåëè
km îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âåäóùèìè ÷ëåíàìè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Ëåâàÿ ÷àñòü (16.4) ëèíåéíà ïî Am, à ïðàâàÿ
íå çàâèñèò îò Am. Ìíîæèòåëü km ìîæíî íàéòè ïîäñòà-
íîâêîé äâó÷ëåíà u = A0t

−p +Amt
m−p â âåäóùèå ÷ëåíû

óðàâíåíèÿ:
Amkmt

q + . . . = 0,

ãäå ïîä ìíîãîòî÷èåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîå Am â ñòåïåíè áîëåå ïåðâîé è, êàê ìîæíî
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ïîêàçàòü, ñóùåñòâåííîé ðîëè íå èãðàþùåå. Ïðè ýòîì
km áóäåò ìíîãî÷ëåíîì îò m: km =

∑n
l=0 blm

l. Óðàâíå-
íèå km = 0 âñåãäà èìååò êîðåíüm = −1, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïðîèçâîëüíîìó z0. Äðóãèå êîðíè îïðåäåëÿþò ¾èí-
äåêñû Ôóêñà¿ (¾ðåçîíàíñû¿) m1; . . . ;mn−1, òî åñòü íî-
ìåðà êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ïðîèçâîëüíûìè.
Ïîêàæåì, ïî÷åìó ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (16.1)

ñëåäîâàëî âçÿòü ðàçëîæåíèå (16.2) ñ òî÷íûìè ÷ëåíàìè
èìåííî49 äî A6t

4. Ðàíåå áûëè íàéäåíû p = 2, A0 =
6. Ïîäñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùèé äâó÷ëåí u = 6t−2 +
Amt

m−2 â óðàâíåíèå u′′ = u2 (äîñòàòî÷íî âûïèñàòü âå-
äóùèå ÷ëåíû):

36t−4 + Am(m− 2)(m− 3)tm−4 =

= 36t−4 + A2
mt

2m−4 + 12Amt
m−4,

îòêóäà

Amt
m−4[(m− 2)(m− 3)− 12] = A2

mt
2m−4 ⇔

⇔ Am[m2 − 5m− 6] = A2
mt

m.

Ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè ñòðåìëåíèè t
ê íóëþ, òîãäà êàê ëåâàÿ íå çàâèñèò îò t. Çíà÷èò, ëåâàÿ
÷àñòü äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, îòêóäà m = −1 èëè
m = 6. Ïîýòîìó íàäî áðàòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ äî
÷ëåíà ñ A6.
Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ñõåìà òåñòà Ïåíëåâå ñîñòîèò

â ñëåäóþùåì.

1. Îïðåäåëÿåì íà÷àëüíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿA0t
−p. Âñå

çíà÷åíèÿ p äîëæíû áûòü íàòóðàëüíûìè, èíà÷å �
òåñò íå ïðîéäåí.

49Ìîæíî ñîñòàâèòü ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷å-
ñòâà òî÷íûõ ÷ëåíîâ, íî çäåñü öåëü ðàññóæäåíèé � ïîäòâåðäèòü èëè îïðîâåðãíóòü âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà ñ íóæíûì êîëè÷åñòâîì
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ïîýòîìó áåð¼òñÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, êîòîðàÿ äîëæíà ñîäåð-
æàòü âñå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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2. Îïðåäåëÿåì èíäåêñû Ôóêñà: ïîäñòàâëÿåì u = A0t
−p+

Amt
m−p â âåäóùèå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ è íàõîäèì km.

Óðàâíåíèå km = 0 äîëæíî èìåòü (n−1) ðàçëè÷íûõ
êîðíåé ml ∈ N ∪ {0}, òî åñòü

km = (m+ 1)
n−1∏
l=1

(m−ml), 0 6 m1 < . . . < mn−1,

èíà÷å � òåñò íå ïðîéäåí50.

3. Ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ km = Φm = 0, ïîñëåäîâàòåëü-
íî âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ëîðàíà äî Amn−1

.
Åñëè ïðè êàêîì-òî mj 6 mn−1 óñëîâèÿ km = Φm =
0 íå âûïîëíåíû, òî òåñò íå ïðîéäåí, åñëè æå âñå
øàãè âûïîëíèòü óäàëîñü � ïðîéäåí.

� 2. Ìãíîâåííîå ðàçðóøåíèå

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è î ðàçðóøåíèè ðåøåíèé
óðàâíåíèé: ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè,
çàâèñÿùåé îò âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ, è âûâîäèëèñü îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ âðåìå-
íè ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Áëèçêîå íàïðàâëåíèå
èññëåäîâàíèé � èçó÷åíèå âîïðîñà î ìãíîâåííîì ðàçðó-
øåíèè, òî åñòü î íåñóùåñòâîâàíèè ïðè íåêîòîðûõ óñëî-
âèÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷è íè íà êàêîì êîíå÷íîì âðåìåííîì
ïðîìåæóòêå ïîëîæèòåëüíîé äëèíû.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

∂2u

∂t∂x
= |u|q,

u(x; 0) = u0(x),

u(0; t) = 0,

50Â [19, ãë. 3] îáñóæäàåòñÿ, êàê ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü àíëèç Ïåíëåâå íà ñëó÷àè ðàöè-
îíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé p è öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ èíäåêñîâ Ôóêñà.
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ãäå x ∈ (0;∞), t ∈ (0;T ) ⊂ (0;∞), q = const > 1,
u0(·) ∈ Lq(0;∞).

Óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà íåêî-
òîðóþ ôóíêöèþ ϕ(x; t) è ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðîâàâ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå òîæåäåñòâî, êîòîðîå
âîçüì¼ì çà îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ u(x; t) ∈ Lq(0;T ;Llocq (0;∞)), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ïðè íåêîòîðîì T > 0 ðàâåíñòâó

T∫
0

∞∫
0

u(x; t)
∂2ϕ(x; t)

∂t∂x
dxdt+

+

∞∫
0

u0(x)
∂ϕ(x; 0)

∂x
dx =

=

T∫
0

∞∫
0

|u(x; t)|qϕ(x; t)dxdt

(16.5)

äëÿ ëþáîé òàêîé ôóíêöèè ϕ(x; t) ∈ C1[0;T ;C1[0;∞)],
÷òî, âî-ïåðâûõ, ϕ(x;T ) = 0 ∀x ∈ [0;∞), âî-âòîðûõ,
ϕ(x; t) = 0 ∀(x; t) ∈ [L;∞)× [0;T ] ïðè íåêîòîðîì L >

0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ u0(x) ïðè-
íàäëåæèò êëàññó U1, åñëè u0(·) ∈ Lq(0;∞), ïðè÷¼ì
ñóùåñòâóåò òàêîé ñîáñòâåííûé èíòåðâàë (0;L) ⊂
(0;∞), ÷òî u0(·) ∈ H1(0;L), u0(0) = 0, íî u0(x) íå
ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ íà ýòîì èíòåðâàëå.

Òåîðåìà. Ïóñòü u0(x) ∈ U1, òîãäà íå ñóùåñòâóåò
ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íè ïðè êàêîì T > 0.

Øàã 1. Äîêàæåì, ÷òî u(x; t) = 0 ïî÷òè âñþäó íà
(0;∞)× [0;T ]. Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (16.5) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ϕ(·), óêàçàííûõ â îïðåäåëåíèè, à
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çíà÷èò, è äëÿ ϕ(·) ñëåäóþùåãî âèäà: ϕ(x; t) = fL(x)g(t),
ãäå fL(x) = f0(x/L), g(t) = (1− t/T )m, m > 2, à f0(·) ∈
C∞[0;∞), ïðè÷¼ì f0(s) = 1 ïðè 0 6 s 6 1/2, f0(s) = 0
ïðè s > 1.

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (16.5) ÷åðåç IL è áóäåì îöå-
íèâàòü ñ ïîìîùüþ ëåâîé ÷àñòè.

• Âî-ïåðâûõ, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà,∣∣∣∣∣∣
T∫

0

∞∫
0

u(x; t)
∂2ϕ(x; t)

∂t∂x
dxdt

∣∣∣∣∣∣ 6 c1(T )c2(L)I
1/q
L ,

ãäå

c1(T ) =

 T∫
0

|g′(t)|q′

gq′/q(t)
dt

1/q′

,

c2(L) =

 ∞∫
0

|f ′L(x)|q′

f
q′/q
L (x)

dx

1/q′

,

q′ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 1/q + 1/q′ = 1.

• Âî-âòîðûõ, ∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

u0(x)
∂ϕ(x; 0)

∂x
dx

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

u0(x)f ′L(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6 c3(L)‖u0‖Lq(0;∞),

ãäå

c3(L) =

 ∞∫
0

|f ′L(x)|q′dx

1/q′

.
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Ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííîé s = x/L, ïîëó÷èì, ÷òî c2(L) =
c0L

−1+1/q′, c3(L) = c4L
−1+1/q′, ãäå

c0 =

 1∫
1/2

|f ′0(s)|q
′

f
q′/q
0 (s)

ds


1/q′

,

c4 =

 1∫
1/2

|f ′0(s)|q
′
ds


1/q′

.

Ïðèìåíÿÿ íàéäåííûå îöåíêè â èíòåãðàëüíîì òîæäå-
ñòâå (16.5), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

IL 6 c1(T )c0L
−1+1/q′I

1/q
L + ‖u0‖Lq(0;∞)c4L

−1+1/q′.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà îöå-
íèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Þíãà ñ ïàðàìåòðîì ε, òî
åñòü

ab 6 εaq +
bq
′

q′(εq)q′/q
(a, b > 0, ε > 0),

è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå ε:

(1− ε)IL 6 ‖u0‖Lq(0;∞)c4L
−1+1/q′ +

cq
′

1 c
q′

0 L
1−q′

q′(εq)q′/q
.

Ïóñòü ε = 1/2:

IL 6 2‖u0‖Lq(0;∞)c4L
−1+1/q′ +

(
2

q

)q′/q
2cq

′

1 c
q′

0 L
1−q′

q′
.

(16.6)

Ïóñòü òåïåðü L ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çà÷åíèÿ: L =
N ∈ N. Ââåä¼ì ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
θN(x; t) = fN(x)g(t)|u(x; t)|q. Çàìåòèì, ÷òî θN(x; t) 6
θN+1(x; t) äëÿ ïî÷òè âñåõ (x; t) ∈ (0;∞)× [0;T ]. Êðîìå

òîãî, èç (16.6) ñëåäóåò, ÷òî
∫ T

0

∫∞
0 θN(x; t)dxdt 6 K, ãäå
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K � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ (íå çàâèñÿùàÿ îò
N). Òîãäà èç òåîðåìû Ëåâè51 âûòåêàåò, ÷òî

lim
N→∞

θN(x; t) = θ(x; t) ≡ g(t)|u(x; t)|q

äëÿ ïî÷òè âñåõ (x; t) ∈ (0;∞)× [0;T ], ïðè÷¼ì

lim
N→∞

T∫
0

∞∫
0

θN(x; t)dxdt =

T∫
0

∞∫
0

θ(x; t)dxdt.

Òàêèì îáðàçîì, lim
N→∞

IN = I , ãäå

IN =

T∫
0

∞∫
0

fN(x)g(t)|u(x; t)|qdxdt,

I =

T∫
0

∞∫
0

g(t)|u(x; t)|qdxdt,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (IN) ñõîäèòñÿ, à ñëåäîâà-
òåëüíî, îãðàíè÷åíà. Êðîìå òîãî, ïåðåïèøåì (16.6) â âè-
äå

0 6 IN 6 2‖u0‖Lq(0;∞)c4N
−1+1/q′ +

(
2

q

)q′/q
2cq

′

1 c
q′

0 N
1−q′

q′

è çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè N ê áåñêîíå÷íîñòè. Çíà-
÷èò, I = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî u(x; t) = 0 äëÿ ïî÷òè
âñåõ (x; t) ∈ (0;∞)× [0;T ].
Øàã 2. Ïîäñòàâèâ u(x; t) = 0 â èíòåãðàëüíîå òîæ-

äåñòâî, îïðåäåëÿþùåå ðåøåíèå, ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ:∫ ∞

0

u0(x)
∂ϕ(x; 0)

∂x
dx = 0 (16.7)

51Íàïîìíèì òåîðåìó Ëåâè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fn(x)), èí-
òåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó íà ìíîæåñòâå A. Ïóñòü îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì fn(x) 6
fn+1(x) ∀n è

∫
A fn(x)dx 6 K = const, òîãäà ïî÷òè âñþäó íà A ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ

ôóíêöèÿ f(x) = lim
n→∞

fn(x), èíòåãðèðóåìàÿ íà A, ïðè÷¼ì lim
n→∞

∫
A fn(x)dx =

∫
A f(x)dx.
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äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ(·), óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðå÷èñ-
ëåííûì â îïðåäåëåíèè óñëîâèÿì. Âûáåðåì ϕ(x; t) =
F (x)G(t), ïðè÷¼ì G(0) = 1. Òîãäà èç (16.7) âûòåêàåò,
÷òî ∫ ∞

0

u0(x)F ′(x)dx = 0 (16.8)

äëÿ ëþáîé F (·) ∈ C1[0;∞), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
F (x) = 0 ∀x > L äëÿ íåêîòîðîãî L > 0. Ìîæíî âû-
áðàòü F (·) ∈ C∞0 (0;L), òîãäà èç (16.8) ñëåäóåò, ÷òî

0 =

∫ L

0

u0(x)F ′(x)dx = −
∫ L

0

u′0(x)F (x)dx

äëÿ ëþáîé òàêîé F (·). À ñëåäîâàòåëüíî, u′0(x) = 0 ïî-
÷òè âñþäó íà (0;L). Òàê êàê u0(·) ∈ H1(0;L) ⊂ Cµ[0;L]
ïðè µ ∈ (0; 1/2), òî u0(x) = 0 íà (0;L), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò îïðåäåëåíèþ êëàññà U1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëî-
æåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íà âðåìåííîì ïðîìå-
æóòêå (0;T ) íåâåðíî, è èìååò ìåñòî ìãíîâåííîå ðàçðó-
øåíèå, ÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� 3. Ëèíåàðèçàöèÿ

Çäåñü ïîä ëèíåàðèçàöèåé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñâåäåíèå íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ëèíåéíî-
ìó ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ, ÷òî íå ýêâèâàëåíò-
íî ìåòîäàì íåÿâíîé ëèíåàðèçàöèè, îáñóæäàâøèìñÿ ðà-
íåå52. Ëèíåàðèçóåìûå óðàâíåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî
ðåäêî, íî ñëåäóåò ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ è î íèõ.

• Â ðÿäå ñëó÷àåâ çàìåíó óäà¼òñÿ ïîäîáðàòü. Íàïðè-
ìåð, ñâåä¼ì óðàâíåíèå

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ au

(
∂u

∂x

)2

52Íàïðèìåð, ê óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà ïðèìåíèì ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è
ðàññåÿíèÿ, îäíàêî îíî íå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó çàìåíîé ïåðåìåííûõ.
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ê ëèíåéíîìó ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé u =
f(v). Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå, ïîëó-
÷èì:

f ′(v)v′t = f ′′(v)v′x
2

+ f ′(v)v′′x2 + af(v)f ′
2
(v)v′x

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîä÷¼ðêíóòûå ÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëü-
íû v′x

2, è åñëè áû ñóììà èõ êîýôôèöèåíòîâ áûëà
ðàâíà íóëþ, òî óðàâíåíèå ìîæíî áûëî áû ñîêðà-
òèòü íà f ′(v), è îíî ñòàëî áû ëèíåéíûì. Òàêèì îá-
ðàçîì, íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðà-
âåíñòâî

f ′′(v) + af(v)f ′
2
(v) = 0.

Ïîíèçèì ïîðÿäîê, ââåäÿ ïåðåìåííóþ g = f ′(v), òî-
ãäà f ′′(v) = gg′(f), è òðåáóåìîå óñëîâèå ïðèìåò âèä

gg′(f) + afg2 = 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì êâàä-
ðàòóðíóþ ôîðìóëó:∫

eaf
2/2df = v

(âûáîð ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííîé
ðîëè íå èãðàåò). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(v), îïðå-
äåëÿåìàÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé

∫
eaf

2/2df = v,
ñâîäèò óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó:

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
.

• Ìîæíî ïîäîáðàòü ëèíåàðèçóþùóþ çàìåíó ñ ïîìî-
ùüþ ãðóïïîâîãî àíàëèçà. Ïîêàæåì ýòîò ïîäõîä íà
ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà â ïîòåíöèàëüíîé ôîð-
ìå:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+

(
∂u

∂x

)2

. (16.9)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îïå-
ðàòîðû:

X1 =
∂

∂x
;

X2 =
∂

∂t
;

X3 =
∂

∂u
;

X4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
;

X5 = 2t
∂

∂x
− x ∂

∂u
;

X6 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2 + 2t)

∂

∂u
;

X∞ = b(x; t)e−u
∂

∂u
,

ãäå b(·) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè b′t = b′′x2. ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé¿ îïåðà-
òîð X∞, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ b(·), óêàçûâàåò íà òî,
÷òî óðàâíåíèå, âîçìîæíî, ëèíåàðèçóåìî ñ ïîìîùüþ
çàìåíû ïåðåìåííîé. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè v′t = v′′x2



Ðàçíîå 167

äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

X1 =
∂

∂x
;

X2 =
∂

∂t
;

X3 = v
∂

∂v
;

X4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
;

X5 = 2t
∂

∂x
− xv ∂

∂v
;

X6 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (x2 + 2t)v

∂

∂v
;

X∞ = b(x; t)
∂

∂v
,

ãäå b(·) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè b′t = a2b′′x2

Íàçâàííûå ñïèñêè äîïóñêàåìûõ îïåðàòîðîâ ñîâïà-
äóò, åñëè ïåðåìåííûå u è v ñîãëàñîâàíû ïî ïðàâè-
ëàì v ∂

∂v = ∂
∂u è

∂
∂v = e−u ∂

∂u � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âçÿòü u = ln v. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (16.9),
ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
. (16.10)

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
+ 2w

∂w

∂x
(16.11)

è óðàâíåíèå Áþðãåðñà â ïîòåíöèàëüíîé ôîðìå (16.9)
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîäèôôåðåíöèðó-
åì (16.9) ïî÷ëåííî ïî x è ââåä¼ì ïåðåìåííóþ w =
u′x � ïîëó÷èì (16.11). Îòñþäà ñëåäóåò çàìå÷àòåëü-
íûé ôàêò: óðàâíåíèå (16.11) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíî-
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ìó (16.10) ñ ïîìîùüþ çàìåíû w = v′x/v. Íåïîñðåä-
ñòâåííî èç àíàëèçà óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ïîëó÷èòü
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàòðóäíèòåëüíî. Ýòî ñâÿçà-
íî ñ òåì, ÷òî â íàçâàííîé çàìåíå ôèãóðèðóþò íå
òîëüêî ñàìè ïåðåìåííûå (íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ è
íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå), íî è ïðîèçâîäíàÿ, òî-
ãäà êàê óðàâíåíèå íå äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíîãî
îïåðàòîðà.



Ãëàâà XVII. Çàäà÷è ñ
ðåøåíèÿìè

Çàäà÷è â ýòîé ãëàâå ïîäîáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìàìè
òåîðåòè÷åñêîãî êóðñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: 1;

• òî÷íûå ðåøåíèÿ, èõ ïðèìåíåíèå è êîíòðïðèìåðû:
2�9;

• íåÿâíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ: 10;

• âîïðîñû ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè: 11�
15;

• àñèìïòîòèêà: 16�17;

• ãðóïïîâîé àíàëèç: 18�28;

• àíàëèç Ïåíëåâå: 29;

• ëèíåàðèçàöèÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ: 30�31.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè, çàäàííûå â
âèäå ãðàôèêà ÿâíîé ôóíêöèè: z = z(x; y), ãäå (x; y) ∈
Ω ⊂ R2. Âûâåäèòå óðàâíåíèå ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé, òî åñòü óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âñå âîçìîæ-
íûå êîíôèãóðàöèè ìåìáðàíû (ôîðìû ïîâåðõíîñòè), ìè-
íèìèçèðóþùèå å¼ ïëîùàäü.
Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ âûâåñòè óðàâíåíèå, îïðåäåëÿ-

þùåå ôóíêöèè z = z(x; y), ìèíèìèçèðóþùèå ïëîùàäü

169
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ïîâåðõíîñòè:

S =

∫
Ω

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy → min .

Òàêèì îáðàçîì, íàäî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-
öèé, ìèíèìèçèðóþùèõ ýòîò ôóíêöèîíàë. Îáîçíà÷èì
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÷åðåç L. Ñîñòàâèì óðàâ-
íåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà53:

d

dx

 zx√
1 + z′x

2 + z′y
2

+
d

dy

 zx√
1 + z′x

2 + z′y
2

 = 0.

Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:(
1 +

(
∂z

∂y

)2
)
∂2z

∂x2
+

(
1 +

(
∂z

∂x

)2
)
∂2z

∂y2
−

−2
∂z

∂x

∂z

∂y

∂2z

∂x∂y
= 0.

Îòâåò.
(

1 + z′y
2
)
z′′x2 +

(
1 + z′x

2
)
z′′y2 − 2z′xz

′
yz
′′
xy = 0.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû
óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ âèäà u(x; t) = f(z), ãäå z = x− at
(a = const 6= 0 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû).
Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà −af ′(z), òîãäà êàê âû-
ðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî fn(z)f ′(z). Äèôôåðåíöèðóÿ
ýòî âûðàæåíèå ïî x êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì,

53Íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îíî èìååò âèä ∂L
∂z
− d
dx

(
∂L
∂z′x

)
− d
dy

(
∂L
∂z′y

)
= 0.
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÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà (fn(z)f ′(z))′ (øòðèõ îáîçíà÷à-
åò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî z). Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä

−af ′ = (fnf ′)′ ⇔ fnf ′ = −af + c1.

Â îáùåì ñëó÷àå îíî èìååò ðåøåíèå â âèäå êâàäðàòóðû:∫
fndf

−af + c1
= z + c2. (17.1)

Íàïðèìåð, ïðè n=1 ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü
äî íåÿâíîé ôîðìóëû:

−1

a

(
f +

c1

a
ln
∣∣∣f − c1

a

∣∣∣) = z + c2.

Îòâåò. u(x; t) = f(x−at), ãäå ôóíêöèÿ îäíîãî àðãó-
ìåíòà f(·) îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé (17.1),
a � ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ un

(âîçìîæíî âûðàæåíèå ðåøåíèÿ ÷åðåç ðåøåíèå íåêî-
òîðîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ).

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ïðåäâàðèòåëüíóþ ôîðìó ðåøåíèÿ:

u = tαf(z), z = xtβ.

Çàìåòèì, ÷òî

∂u

∂x
= tαf ′(z)

∂z

∂x
= tα+βf ′(z)⇒ ∂2u

∂x2
= tα+2βf ′′(z).

Êðîìå òîãî,

∂u

∂t
= αtα−1f(z) + tα−1f ′(z)

∂z

∂t
=

= αtα−1f(z) + tα−1f ′(z)βxtβ−1 = tα−1(αf(z) + βzf ′(z)).
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Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå:

tα−1(αf(z) + βzf ′(z)) = tα+2βf ′′(z) + tnαfn(z),

÷òî ðàâíîñèëüíî

αf(z) + βzf ′(z) = t2β+1f ′′(z) + tnα−α+1fn(z).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ÿâíî òîëüêî ïåðåìåííûå
z è f , ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé t áûëè
ðàâíû íóëþ: 2β+1 = nα−α+1 = 0, îòêóäà β = −1/2,
α = 1/(1− n). Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

1

1− n
f(z)− 1

2
zf ′(z) = f ′′(z) + fn(z). (17.2)

Îòâåò. u(x; t) = t1/(1−n)f(xt−1/2), ãäå ôóíêöèÿ îäíî-
ãî àðãóìåíòà f(·) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (17.2).
Çàäà÷à 4. Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
.

ìåòîäîì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ðåøåíèå.Ìåòîä ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ ïîäðàçóìåâàåò ïîèñê ðåøåíèé â ôîðìå u =
f(x)g(t), ãäå f(·) è g(·) � ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà,
îòëè÷íûå îò ïîñòîÿííûõ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â
óðàâíåíèå:

f(x)g′′(t) =
∂

∂x

(
fn(x)gn+1(t)f ′(x)

)
,

îòêóäà
g′′(t)

gn+1(t)
=

1

f(x)

∂

∂x
(fn(x)f ′(x)) .

Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò t, ïðàâàÿ � òîëüêî
îò x, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ðàâíû ïîñòîÿííîé.
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• Âî-ïåðâûõ,
g′′(t)

gn+1(t)
= c.

Ïðèâåä¼ì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

g′(t)g′′(t) = cgn+1(t)g′(t),

à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî, âçÿâ äëÿ ïðî-
ñòîòû ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîé íóëþ:

g′
2
(t) =

2c

n+ 2
gn+2(t),

îòêóäà, ïðîèíòåãðèðîâàâ è âûðàçèâ g, ïîëó÷èì:

g(t) =

(
c1 ± n

√
c

2(n+ 2)
t

)−2/n

.

• Âî-âòîðûõ,
1

f(x)

∂

∂x
(fn(x)f ′(x)) = c,

òî åñòü
nfn−1f ′

2
+ fnf ′′ = cf.

Ïîíèçèì ïîðÿäîê, ââåäÿ ïåðåìåííóþ z = f ′: òîãäà
f ′′(x) = zz′(f). Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

nfn−1z2 + fnzz′(f) = cf.

Òåïåðü ëèíåàðèçóåì ýòî óðàâíåíèå, ââåäÿ ïåðåìåí-
íóþ w = z2:

fnw′ + 2nfn−1w = 2cf.

Çàìåòèì, ÷òî, óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ íà fn, ïîëó÷èì â ëåâîé ÷àñòè ïîëíóþ ïðî-
èçâîäíóþ. Ïðîèíòåãèðóåì ïî÷ëåííî, âçÿâ äëÿ ïðî-
ñòîòû ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîé íóëþ:

f 2nw = 2c
fn+2

n+ 2
.
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Òàê êàê f ′2 = w, òî îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

f(x) =

(
c2 ± n

√
c

2(n+ 2)
x

)2/n

.

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèä¼ì ê òð¼õïàðà-
ìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ðåøåíèé:

u(x; t) =

c2 ± n
√

c
2(n+2)x

c1 ± n
√

c
2(n+2)t


2/n

.

Îäíàêî, çäåñü íå âñå ïîñòîÿííûå íåçàâèñèìû. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîëîæèì c1;2 = ±c̃1;2n

√
c/(2(n+ 2)), çàòåì ñî-

êðàòèì äðîáü è ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ñ äâóìÿ ïàðàìåò-
ðàìè:

u(x; t) =

[
c̃2 + x

c̃1 + t

]2/n

.

Îòâåò. u(x; t) = [(x+ c2)/(t+ c1)]
2/n.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
.

ìåòîäîì àääèòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ðåøåíèå. Ìåòîä àääèòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ ïîäðàçóìåâàåò ïîèñê ðåøåíèé â ôîðìå u = f(x) +
g(t), ãäå f(·) è g(·) �ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, îòëè÷-
íûå îò ïîñòîÿííûõ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâ-
íåíèå:

g′′(t) =
∂

∂x
((f(x) + g(t))f ′(x)) .

Ïóñòü f(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îò x. Òî-
ãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè (2n− 2), òîãäà êàê ëåâàÿ íå
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ñîäåðæèò x, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòå-
ïåíè. Çíà÷èò, 2n− 2 = 0⇔ n = 1, à ïîýòîìó ôóíêöèÿ
ëèíåéíà: f(x) = c1x + c2. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â
óðàâíåíèå, ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

g′′(t) = c2
1 ⇔ g(t) =

c2
1

2
t2 + c3t+ c4.

Òàêèì îáðàçîì,

u = c1x+ c2 +
c2

1

2
t2 + c3t+ c4.

Ïåðåîáîçíà÷èâ (c2 + c4) çà c2, ïðèä¼ì ê òð¼õïàðàìåò-
ðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó:

u = c1x+ c2 +
c2

1

2
t2 + c3t.

Îòâåò. u(x; t) = c1x+ c2 + c2
1t

2/2 + c3t.
Çàäà÷à 6. Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂x

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò x (ñ êîýôôèöèåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò y).
Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì ñòåïåíü n òðåáó-

åìîãî ìíîãî÷ëåíà. Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x
óìåíüøàåò åãî ñòåïåíü íà åäèíèöó, à äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ïî y íå ìåíÿåò54, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå óðàâíåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè (2n−3), à âòîðîå � ñòå-
ïåíè n. Ýòè ñòåïåíè äîëæíû áûòü ðàâíû, ñëåäîâàòåëü-
íî, n = 3, è ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ òàêîâà:

u = x3f(y) + x2g(y) + xh(y) + k(y)

(f(·), g(·), h(·), k(·) � ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, ïîä-
ëåæàùèå îïðåäåëåíèþ). Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â

54Íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì.
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óðàâíåíèå è ðàñêðîåì ñêîáêè:

18f 2x3 + 18fgx2 + 4g2x+ 6fhx+ 2gh+ f ′′x3 + g′′x2+

+h′′x+ k′′ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò x òîæäåñòâåí-
íî ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû íóëþ åãî êîýôôè-
öèåíòû: 

18f 2 + f ′′ = 0;

18fg + g′′ = 0;

4g2 + 6fh+ h′′ = 0;

2gh+ k′′ = 0.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé: f(y) =
Ayν. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïðè ν = −2, A = −1/3, òî åñòü
f(y) = −y−2/3. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

g′′ − 6y−2g = 0.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åãî îáùèì ðåøåíèåì áóäåò
g(y) = B1y

−2 + B2y
3, B1;2 = const. Âîçüì¼ì äëÿ ïðî-

ñòîòû g(y) = By3, B = const. Òðåòüå óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä

h′′ − 2y−2h+ 4B2y6 = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðò-
íûõ ïðè¼ìîâ � îãðàíè÷èìñÿ ïîäáîðîì ðåøåíèÿ â âè-
äå ñòåïåííîé ôóíêöèè: h(y) = Cyκ. Ðàâåíñòâî âåðíî
ïðè κ = 8, C = −2B2/27, îòêóäà h(y) = −2B2y8/27.
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ôóíêöèè â ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå
è äâàæäû èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì: k(y) = B3y13/1053 +
c1y + c2, c1;2 ∈ R. Òàêèì îáðàçîì,

u = −x
3y−2

3
+Bx2y3 − 2B2xy8

27
+
B3y13

1053
+ c1y + c2.



Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè 177

Îòâåò. u(x; y) = −x3y−2/3 + c0x
2y3 − 2c2

0xy
8/27 +

c3
0y

13/1053 + c1y + c2, c0;1;2 ∈ R.
Çàäà÷à 7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîå èìååò íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(x+ t)
∂u

∂t
= u

∂2u

∂x2
.

Ïóñòü u = f(z), ãäå z = x + t, à íå z = x − at ñ ïðî-
èçâîëüíîé ¾ñêîðîñòüþ¿ a. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
âèä

zf ′(z) = f(z)f ′′(z),

òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ f(z), íå ñîäåðæàùåå ÿâíî x è t. Äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
� ïîäáåð¼ì åãî â âèäå f(z) = Azn. Ïîäñòàâèâ ýòî âû-
ðàæåíèå â óðàâíåíèå è óïðîñòèâ, ïîëó÷èì:

1 = A(n− 1)zn−2.

Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò òîæäåñòâîì ïðè n = 2, A = 1,
îòêóäà u(x; t) = (x+ t)2.

Îòâåò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäõîäèò óðàâíåíèå (x+
t)u′t = uu′′x2: îíî èìååò ðåøåíèå u(x; t) = (x+ t)2.

Çàäà÷à 8. Ïîñòðîéòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
= f(t)

∂2u

∂x2
+ u

(
∂u

∂x

)2

− u3

ìåòîäîì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
(Çäåñü f(t) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, íå ðàâíàÿ íóëþ.)

Ðåøåíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â óðàâíåíèè ¾ìíîãî¿
ñëàãàåìûõ, îíî èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óêàçàí-
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íîãî âèäà. Âîçüì¼ì u = ϕ(x)ψ(t) è ïðåîáðàçóåì óðàâ-
íåíèå ê âèäó

ψ′(t)

f(t)ψ(t)
=
ϕ′′(x)

ϕ(x)
+
ψ2(t)

f(t)

(
ϕ′

2
(x)− ϕ2(x)

)
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò x, áû-
ëè ïîñòîÿííûìè: òîãäà ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ψ(t). Òàêèì îáðàçîì, ïðè-
õîäèì ê ñèñòåìå:

ϕ′′(x)
ϕ(x) = c1;

ϕ′2(x)− ϕ2(x) = c2;
ψ′(t)

f(t)ψ(t) = c1 + c2
ψ2(t)
f(t) .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c1 > 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû ïîëó÷èì: ϕ(x) = k1e

√
c1x + k2e

−√c1x, ãäå k1;2 �
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå
âî âòîðîå óðàâíåíèå:

(c1 − 1)k2
1e

2
√
c1x + (c1 − 1)k2

2e
−2
√
c1x − 2(c1 + 1)k1k2 = c2.

Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíà
ïîñòîÿííîé � ýòî áóäåò âåðíî ïðè c1 = 1. Òîãäà c2 =
−4k1k2.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè c1 6 0 ñèñòåìà íå äà¼ò

ϕ(x), íå ðàâíûõ òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé.
Òåïåðü îñòà¼òñÿ íàéòè ψ(t) èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû. Çàïèøåì åãî â âèäå

ψ−3ψ′ = c1fψ
−2 + c2

è ââåä¼ì ïåðåìåííóþ y = ψ−2. Òîãäà

y′ + 2c1fy = −2c2.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà òàêóþ ôóíêöèþ
E(t), ÷òîáû â ëåâîé ÷àñòè ïîÿâèëàñü ïîëíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ. Äëÿ ýòîãî íàëîæèì óñëîâèå E ′ = 2c1fE, îòêóäà
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E = e2c1
∫
f(t)dt (èìååòñÿ â âèäó îäíà ëþáàÿ ïåðâîîáðàç-

íàÿ). Òåïåðü ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå êâàä-
ðàòóðîé:

Ey′+E ′y = −2c2E ⇔ Ey = −2c2

∫
Edt+k, k = const .

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðåìåííîé ψ:

ψ(t) = ± ec1
∫
f(t)dt√

2c2

∫
Edt+ k

.

Îòâåò.
u(x; t) = (k1e

√
c1x+k2e

−√c1x)ec1
∫
f(t)dt

(
2c2

∫
Edt+ k

)−1/2
,

ãäå E = e2c1
∫
f(t)dt, c1;2, k1;2, k � ïðîèçâîëüíûå ïîñòî-

ÿííûå55.
Çàäà÷à 9. Ðåøèòå çàäà÷ó:

∂u
∂t = ∂

∂x

(
un ∂u∂x

)
(x > 0, t > 0);

u(x; 0) = 0;

u(0; t) = kt1/n,

ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(·) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, à n è
k � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.
Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

u(x; t) =

{
f(z), 0 6 x 6 λt,

0, x > λt,

ãäå z = λt− x. Äëÿ f(·) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî
λf(z)+c1 = fn(z)f ′(z), c1 = const (ñìîòðèòå çàäà÷ó 2).
Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, à f(0) = 0, òî c1 =
0. Òîãäà óðàâíåíèå ìîæíî óïðîñòèòü: fn/n = λz + c2,
c2 = const. Ïîäñòàâèâ z = 0, óáåäèìñÿ, ÷òî è c2 = 0.
Çíà÷èò,

u(x; t) =

{
(λn)1/n(λt− x)1/n, 0 6 x 6 λt,

0, x > λt,
55Çíàê ± ìîæíî íå ïèñàòü, ïîñêîëüêó k1;2 ïðîèçâîëüíû.
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è îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü λ. Óñëîâèå ïðè t = 0, î÷åâèäíî,
âûïîëíåíî, à óñëîâèå ïðè x = 0 áóäåò âûïîëíåíî ïðè
(λn)1/n(λt)1/n = kt1/n, îòêóäà λ = kn/2/

√
n.

Îòâåò. u(x; t) = (knt − kn/2
√
nx)1/n ïðè 0 6 x 6

kn/2t/
√
n, u(x; t) = 0 ïðè x > kn/2t/

√
n.

Çàäà÷à 10.Ê êàêîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè u(x; t)
ïðèâîäèò óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé

∂ϕ

∂t
= −aλ−1eu + aλ−1e−uϕ2,

∂ϕ

∂x
= λ+

∂u

∂x
ϕ− λϕ2?

Ðåøåíèå. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå
ïî x, à âòîðîå � ïî t, ïîëó÷èì äâà âûðàæåíèÿ äëÿ
ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ϕ:

∂2ϕ

∂x∂t
= −aλ−1eu

∂u

∂x
− aλ−1e−u

∂u

∂x
ϕ2 + 2aλ−1e−uϕ

∂ϕ

∂x
,

∂2ϕ

∂t∂x
=

∂2u

∂t∂x
ϕ+

∂u

∂x

∂ϕ

∂t
− 2λϕ

∂ϕ

∂t
.

Ïîäñòàâèâ â ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ âûðàæåíèÿ
äëÿ ϕ′x è ϕ

′
t èç óñëîâèÿ è ïðèðàâíÿâ ýòè ïðàâûå ÷àñòè,

ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

∂2u

∂t∂x
= −4a shu.

Îòâåò. u′′xt = −4a shu.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî L3(0; 1) ⊂ L2(0; 1). (Íå
çàáóäüòå ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ñòðîãîå, òî åñòü
íàçâàííûå ìíîæåñòâà íå ñîâïàäàþò.)

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà, îïðåäåëÿþùåãî íîðìó â L3(0; 1), ñëåäóåò ñõî-
äèìîñòü èíòåãðàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìå â L2(0; 1).
À ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëü-



Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè 181

äåðà,

‖f‖L2(0;1) =

√√√√√ 1∫
0

f 2dx 6
√
‖1‖Lp(0;1)‖f 2‖Lq(0;1)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ p è q, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
p > 1, q > 1, 1/p + 1/q = 1. Âûáèðàÿ q = 3/2, p = 3,
ïîëó÷èì òðåáóåìîå: ‖f‖L2(0;1) 6 ‖f‖L3(0;1).

Ïîÿñíèì, ÷òî óêàçàííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðî-
ãèì, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, f(x) = x−5/12 íàõîäèòñÿ â
L2(0; 1), íî íå â L3(0; 1).

Çàäà÷à 12. Ïóñòü u(x; t) ∈ XT = C1
[
0;T ;H1

0(Ω)
)
,

ãäå Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé ãðàíèöåé. Îáîçíà÷èì Φ = ‖u‖2

L2(Ω)+‖∇u‖2
L2(Ω),

W = ‖u′t‖2
L2(Ω) + ‖∇u′t‖2

L2(Ω). Äîêàæèòå, ÷òî Φ′2 6
4ΦW .

Ðåøåíèå.Îöåíêà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�
Øâàðöà. Äåéñòâèòåëüíî,∣∣∣∣Φ′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
uu′t + u′xu

′′
xt + u′yu

′′
yt + u′zu

′′
zt

)
dxdydz

∣∣∣∣∣∣ 6
6
∫
Ω

∣∣uu′t + u′xu
′′
xt + u′yu

′′
yt + u′zu

′′
zt

∣∣ dxdydz 6
6
∫
Ω

√
S1

√
S2dxdydz 6

√√√√∫
Ω

S1dxdydz

∫
Ω

S2dxdydz =

=
√

ΦW,

ãäå S1 = u2 + u′x
2 + u′y

2 + u′z
2, S2 = u′t

2 + u′′xt
2 + u′′yt

2 +

u′′zt
2. Òàêèì îáðàçîì, |Φ′/2| 6

√
ΦW , ÷òî ðàâíîñèëüíî

òðåáóåìîìó:

Φ′
2 6 4ΦW.



182 Ãëàâà XVII

Çàäà÷à 13. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
∂
∂t(∆u− u) + au+ (λ,∇)u2 = 0,
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæå-
ñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé56, t > 0 a =
const ∈ R, λ = const ∈ R3. Ïîêàæèòå, ÷òî îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èç êëàññà C1

[
0; T ;H1

0(Ω)
)

íå ðàçðóøèòñÿ íè ïðè êàêîì êîíå÷íîì T .
Ðåøåíèå. Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, îïðå-

äåëÿþùåå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è:∫
Ω

(
∂

∂t
(∆u− u) + au+ (λ,∇)u2

)
wdx = 0

(äëÿ âñåõ w(·) ∈ H1
0(Ω) è äëÿ âñåõ t ∈ [0;T )). Ïîëî-

æèâ â í¼ì w = u, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì ¾ïåðâîå ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî¿:

Φ′ = 2a‖u‖2
L2(Ω),

ãäå Φ = ‖u‖2
L2(Ω)+‖∇u‖2

L2(Ω) (ïîÿñíèì, ÷òî
∫

Ω u(λ,∇)u2dx =
0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Φ′ 6 2aΦ⇔ d

dt

(
e−2atΦ

)
6 0,

à ñëåäîâàòåëüíî,

e−2atΦ(t)− e−2a·0Φ(0) 6 0⇔ Φ(t) 6 Φ(0)e2at.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî Φ(t) (à ñëåäîâàòåëü-
íî, è ‖u‖H1

0 (Ω)) èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðè ëþáîì êî-
íå÷íîì t. Çíà÷èò, ðåøåíèå íå ðàçðóøèòñÿ, ÷òî òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.

56Çäåñü è äàëåå â çàäà÷àõ íà îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èìååòñÿ â âèäó,
÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ñîáîëåâà î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà H1

0 (Ω) â ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çàäà÷å Lp(Ω) (ñ. 102).
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Çàäà÷à 14. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
∂
∂t(∆u− u) + µ(x)u3 = 0,
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-
æåñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, t > 0,
µ(x) ∈ L4(Ω), ïðè÷¼ì µ(x) > 0 ∀x ∈ Ω. Íà êàêîì
âðåìåííîì ïðîìåæóòêå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò å¼ ðå-
øåíèå èç êëàññà C1

[
0; T ;H1

0(Ω)
)
? (Íà÷àëüíûå äàííûå

ñ÷èòàòü íåòðèâèàëüíûìè.)
Ðåøåíèå. Ïîäîáíî òîìó, êàê áûëî ñäåëàíî â ïðåäû-

äóùåé çàäà÷å, ñîñòàâèì ïåðâîå ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäå-
ñòâî:

Φ′ = 2

∫
Ω

µu4dx. (17.3)

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà, çàìåòèâ, ÷òî 4−1 +
(4/3)−1 = 1:

Φ′ 6 2‖µ‖L4(Ω)‖u4‖L4/3(Ω) = 2‖µ‖L4(Ω)‖u‖4
L16/3(Ω).

Ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ïðèìåíèìà òåîðåìà âëîæå-
íèÿ Ñîáîëåâà, ñëåäîâàòåëüíî,

Φ′ 6 2‖µ‖L4(Ω)C
4
16/3‖u‖4

H1
0 (Ω) 6 2C4

16/3‖µ‖L4(Ω)Φ
2,

ãäå C16/3 � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ âëîæåíèÿ H1
0(Ω) â

L16/3(Ω). Ïðèâåä¼ì íåðàâåíñòâî ê âèäó

Φ−2Φ′ 6 2C4
16/3‖µ‖L4(Ω),

à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî÷ëåííî îò 0 äî t:

−Φ−1(t) + Φ−1(0) 6 2C4
16/3‖µ‖L4(Ω)t.

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

Φ 6
(

Φ−1(0)− 2C4
16/3‖µ‖L4(Ω)t

)−1

, (17.4)
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ïîñêîëüêó ïðè íåòðèâèàëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ Φ(0) >
0, à èç (17.3) âèäíî, ÷òî Φ(t) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îò âðåìåíè, è ñëåäîâàòåëüíî, îíà íèãäå íå îáðàòèòñÿ â
0.
Èç (17.4) âûòåêàåò, ÷òî Φ(t) (à ñëåäîâàòåëüíî, è ‖u‖H1

0 (Ω))
èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðè ëþáîì
t < T1 = (2C4

16/3‖µ‖L4(Ω)Φ(0))−1, òîãäà êàê ïðè t > T1

êîíå÷íîñòü Φ(t) íå ãàðàíòèðîâàíà.
Îòâåò57. Ðåøåíèå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò ïðè t < T1 =

(2C4
16/3‖µ‖L4(Ω)Φ(0))−1.
Çàäà÷à 15. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂
∂t(∆u− u) + u3 + u = 0,
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, ãäå Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-
æåñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, t > 0. Ê
êàêîìó ìîìåíòó âðåìåíè çàâåäîìî ðàçðóøèòñÿ å¼ ðå-
øåíèå èç êëàññà C1

[
0; T ;H1

0(Ω)
)
? (Íà÷àëüíûå äàííûå

ñ÷èòàòü íåòðèâèàëüíûìè.)
Ðåøåíèå. Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, îïðå-

äåëÿþùåå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå:∫
Ω

(
∂

∂t
(∆u− u) + u3 + u

)
wdx = 0 ∀w ∈ H1

0(Ω), ∀t > 0.

Ïîëîæèâ â í¼ì w = u è w = u′t, ïðèä¼ì ñîîòâåòñòâåííî
ê ïåðâîìó è âòîðîìó ýíåðãåòè÷åñêèì òîæäåñòâàì:

−Φ′(t)

2
+ ‖u‖4

L4(Ω) + ‖u‖2
L2(Ω) = 0,

ãäå Φ = ‖u‖2
L2(Ω) + ‖∇u‖2

L2(Ω), è

−W +
1

4

d

dt
‖u‖4

L4(Ω) +
1

2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω) = 0,

57Âåëè÷èíó Φ(0) ñ÷èòàåì èçâåñòíîé, ïîñêîëüêó îíà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ
÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå.
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ãäå W = ‖u′t‖2
L2(Ω) + ‖∇u′t‖2

L2(Ω). Âûðàçèâ ‖u‖4
L4(Ω) èç

ïåðâîãî òîæäåñòâà è ïîäñòàâèâ âî âòîðîå, ïðèä¼ì ê ðà-
âåíñòâó

W =
Φ′′

8
+

1

4

d

dt
‖u‖2

L2(Ω).

Çàìåòèì, ÷òî

d

dt
‖u‖2

L2(Ω) =

∫
Ω

2uu′tdx 6
∫
Ω

(
u2

ε
+ εu′t

2

)
dx 6

Φ

ε
+ εW,

ãäå ε � ïîêà ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ñëåäîâàòåëüíî,

W 6
Φ′′

8
+

Φ

4ε
+
εW

4
⇔
(

1− ε

4

)
W 6

Φ′′

8
+

Φ

4ε
.

Ïóñòü 0 < ε < 4, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü
êîýôôèöèåíòà ïðè W â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå. Ñî-
ïîñòàâèì ýòî íåðàâåíñòâî ñ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 6 (ñ.
181):

Φ′
2 6 4ΦW 6 4Φ

Φ′′/8 + Φ/(4ε)

1− ε/4
,

÷òî ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

ΦΦ′′ − (1 + α)Φ′
2

+
2

ε
Φ2 > 0,

ãäå 1 + α = 2 − ε/2, òî åñòü α = 1 − ε/2. Ïóñòü α >

0 ⇔ ε < 2. Ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ z(t) ïî ïðàâèëó
Φ = z−1/α. Òîãäà ïîñëå óïðîùåíèé íåðàâåíñòâî ñòàíåò
ëèíåéíûì:

z′′ 6
α

1− α
z.

Êîýôôèöèåíò â ïðàâîé ÷àñòè, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëåí
� îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç k2 (k > 0). Ïîëîæèì z(t) =
v(t)e−kt. Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

v′′ − 2kv′ 6 0⇔ (v′e−2kt)′ 6 0.
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Ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî t:

v′ 6 v′0e
2kt

(íèæíèé èíäåêñ 0 îçíà÷àåò íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè). Åù¼ ðàç ïðîèíòåãðèðóåì:

v 6

(
v0 −

v′0
2k

)
+
v′0
2k
e2kt.

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðåìåííîé z, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v′ = (z′ +
kz)ekt:

z 6
kz0 − z′0

2k
e−kt +

kz0 + z′0
2k

ekt.

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê ïåðåìåííîé Φ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî z′ =
−αΦ−α−1Φ′:

Φ >

(
2kekt

)1/α(
(kΦ−α0 + αΦ−α−1

0 Φ′0) + (kΦ−α0 − αΦ−α−1
0 Φ′0)e

2kt
)1/α

.

Ýòè ïåðåõîäû êîððåêòíû, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Φ â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò íå ðàâíà íóëþ â ñèëó íåòðèâèàëüíî-
ñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ, à â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû íå
ðàâíà íóëþ â ñèëó ñâîåãî íåóáûâàíèÿ, âûòåêàþùåãî èç
ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäåñòâà.
Òàêèì îáðàçîì, Φ óäàëîñü îöåíèòü ñíèçó äðîáüþ, â

êîòîðîé ÷èñëèòåëü âñåãäà ïðèíèìàåò êîíå÷íûå íåíó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ, à çíàìåíàòåëü, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
ïîëîæèòåëåí â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâåí íóëþ ïðè

t = T2 =
1

2k
ln
kΦ−α0 + αΦ−α−1

0 Φ′0
αΦ−α−1

0 Φ′0 − kΦ−α0

=
1

2k
ln
kΦ0 + αΦ′0
αΦ′0 − kΦ0

.

Âåëè÷èíà Φ0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå î÷å-
âèäíûì îáðàçîì, à Φ′0 ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íà÷àëü-
íûå äàííûå ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäå-
ñòâà, çíà÷èò, ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.
À ïàðàìåòðû α è k çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0; 2).
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À èìåííî, α = 1− ε/2, k =
√
α/(1− α). Ïðè ε ∈ (0; 2)

ïàðàìåòð α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0; 1).
Ïîýòîìó ìîæíî âûðàçèòü T2 ÷åðåç åäèíñòâåííûé ïðî-
èçâîëüíûé ïàðàìåòð α ∈ (0; 1):

T2 =
1

2

√
1− α
α

ln

Φ′0
Φ0

+ 1√
α(1−α)

Φ′0
Φ0
− 1√

α(1−α)

(ôîðìóëà êîððåêòíà ïðè óñëîâèè Φ′0/Φ0−1/
√
α(1− α) >

0, òî åñòü ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèè ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå çíà÷åíèå T2). Âîçüì¼ì äëÿ ïðîñòîòû ñðåäíåå
çíà÷åíèå: α = 1/2, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò

T2 =
1

2
ln

Φ′0 + 2Φ0

Φ′0 − 2Φ0

(ôîðìóëà êîððåêòíà ïðè Φ′0 − 2Φ0 > 0).
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííóþ îöåíêó ìîæíî óñîâåðøåí-

ñòâîâàòü. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü å¼
ïî α ∈ (0; 1), ÷òî äàñò çíà÷åíèå, íàèáîëåå áëèçêîå ê
òî÷íîìó âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðèáëèæàÿ α ê íóëþ èëè ê åäèíèöå, ìû ìîæåì ñäå-
ëàòü âûðàæåíèå 1/

√
α(1− α) ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê

íóëþ, à çíà÷èò, ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óñëîâèþ Φ′0/Φ0 − 1/

√
α(1− α) > 0, � áîëåå

øèðîêèì.
Îòâåò. Ðåøåíèå çàâåäîìî ðàçðóøèòñÿ ê ìîìåíòó t =

T2 = 0, 5 ln((Φ′0 + 2Φ0)/(Φ
′
0 − 2Φ0)) (ïðè óñëîâèè íà

íà÷àëüíûå äàííûå Φ′0 − 2Φ0 > 0).
Çàäà÷à 16.Ïîêàæèòå (ôîðìàëüíî), ÷òî çàäà÷à Êî-

øè (12.1) 
∂

∂t
(∆u− u) + α∆u+ βu3 = 0;

u(x, 0) = u0(x)
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ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (12.3):

û(p, t) = û0(p)e
−K(p)t +

β

1 + |p|2

t∫
0

e−K(p)(t−τ) dτ×

×
∫
RN

∫
RN

û(p− q, τ)û(q − r, τ)û(r, τ) dq dr,

ãäå K(p) = α|p|2/(1 + |p|2).
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ëå-

âûì è ïðàâûì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ è ðàâåíñòâà äëÿ t = 0
â çàäà÷å Êîøè è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
F [∆u] = −|p|2F [u], âî-âòîðûõ,

F
[
u3
]

=

∫
RN

∫
RN

û(p− q, τ)û(q − r, τ)û(r, τ) dq dr.

Óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

∂

∂t

((
1 + |p|2

)
û
)

+ α|p|2û =

= β

∫
RN

∫
RN

û(p− q, τ)û(q − r, τ)û(r, τ) dq dr.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà eK(p)t/
(
1 + |p|2

)
,

÷òîáû â ëåâîé ÷àñòè ïîÿâèëàñü ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
t, ïðîèíòåãðèðóåì ïî âðåìåíè îò 0 äî t, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
û(p; 0) = û0(p), è âûðàçèì û. Ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðà-
âåíñòâî. Òðåáîâàëîñü âûâåñòè åãî ôîðìàëüíî58, ïîýòî-
ìó ïðîâåðÿòü êîððåêòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé íå íàäî.

58Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìàëüíûé âûâîä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäøåñòâîâàë îïðåäå-
ëåíèþ îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ.
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Çàäà÷à 17. Âûâåäèòå (ôîðìàëüíî) ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó (12.4)

v0(p, t) = v(p)e−K(p)t;

vn(p, t) =
β

1 + |p|2

t∫
0

e−K(p)(t−τ)dτ×

×
∫
RN

∫
RN

n∑
k=1

k∑
j=1

vj−1(p− q, τ)vk−j(q − r, τ)vn−k(r, τ) dq dr

(∀n ∈ N) èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.3)

û(p, t) = û0(p)e
−K(p)t +

β

1 + |p|2

t∫
0

e−K(p)(t−τ) dτ×

×
∫
RN

∫
RN

û(p− q, τ)û(q − r, τ)û(r, τ) dq dr,

ãäå K(p) = α|p|2/(1 + |p|2).
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ìåòîä âîçìóùåíèé: ïóñòü û =∑∞
n=0 ε

2n+1vn(p, t), û0(p) = εv(p). Ïîäñòàâèì ýòè âûðà-
æåíèÿ â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

∞∑
n=0

ε2n+1vn(p, t) = εv(p)e−K(p)t+

+
β

1 + |p|2

t∫
0

e−K(p)(t−τ)dτ

∫
RN

∫
RN

∞∑
n=0

ε2n+1vn(p− q, τ)×

×
∞∑
k=0

ε2k+1vk(q − r, τ)
∞∑
m=0

ε2m+1vm(r, τ)dqdr.

Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð ε äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òî-
áû èíòåãðèðîâàíèå è ñóììèðîâàíèå ìîæíî áûëî ìå-
íÿòü ìåñòàìè (îáîñíîâûâàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå çäåñü
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íå òðåáóåòñÿ). Ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ

∞∑
s=0

ε2s+1vs(p, t) = εv(p)e−K(p)t+

+
β

1 + |p|2
∑

ε2n+2k+2m+3

t∫
0

e−K(p)(t−τ)dτ×

×
∫
RN

∫
RN

vn(p− q, τ)vk(q − r, τ)vm(r, τ)dqdr,

ãäå ñóììà áåç ïðåäåëîâ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì
íåîòðèöàòåëüíûì n, k,m. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðå-
äåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëó÷èì, ÷òî ε1 ñîîòâåòñòâó-
åò ðàâåíñòâî

v0(p, t) = εv(p)e−K(p)t,

à ε2s+1 ïðè ëþáîì s ∈ N � ðàâåíñòâî

vs(p, t) =
β

1 + |p|2
∑ t∫

0

e−K(p)(t−τ)dτ×

×
∫
RN

∫
RN

vn(p− q, τ)vk(q − r, τ)vm(r, τ)dqdr,

ãäå èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2n+
2k + 2m + 3 = 2s + 1 ⇔ n + k + m = s − 1. Ïîëîæèì
m = (s−α) ∈ [0; s−1]. Òîãäà α ∈ [1; s]. Çàòåì ïîëîæèì
k = (α − β) ∈ [0;α − 1], îòêóäà β ∈ [1;α]. Ñëåäîâà-
òåëüíî, n = β − 1, è

∑
=
∑s

α=1

∑α
β=1. Ïåðåîáîçíà÷àÿ

èíäåêñû, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó.

Çàäà÷à 18. Êàêîìó èíôèíèòåçèìàëüíîìó îïåðà-
òîðó ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå íà ïëîñêîñòè

x = e2ax, y = e3ay?
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Ðåøåíèå. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷à-
åì, ÷òî

ξ =
d

da

(
e2ax

)∣∣∣∣
a=0

= 2x, η =
d

da

(
e3ay

)∣∣∣∣
a=0

= 3y.

Îòâåò. X = 2x ∂
∂x + 3y ∂

∂y .
Çàäà÷à 19. Êàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ íà ïëîñêîñòè

ñîîòâåòñòâóåò èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð

X = y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
?

Êàêîâû åãî èíâàðàíòû?
Ðåøåíèå. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî

îïåðàòîðó íàäî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

dx

da
= y;

dy

da
= x;

x|a=0 = x;

y|a=0 = y.

èç óðàâíåíèé ëåãêî íàéòè, ÷òî x = c1 ch a + c2 sh a,
y = c1 sh a + c2 ch a. Ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé: x =
x ch a + y sh a, y = x sh a + y ch a. Íàéä¼ì èíâàðèàíò
èç óðàâíåíèÿ XI = 0. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå dx/y = dy/x äà¼ò x2 − y2 = c. Ñëåäîâàòåëüíî,
I = f(x2− y2), ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíî-
ãî àðãóìåíòà, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îáùåãî âèäà.
Îòâåò.Ïðåîáðàçîâàíèå: x = x ch a+y sh a, y = x sh a+

y ch a, èíâàðèàíòû: I = f(x2−y2), ãäå f(·) � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà.
Çàäà÷à 20. Ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîé òåîðèè ïîäáåðè-

òå èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ

2xydx+ (y2 − 3x2)dy = 0
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è ðåøèòå ýòî óðàâíåíèå.
Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæè-

òåëÿ äîñòàòî÷íî çíàòü îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðîãî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî. Ïîïðîáóåì
ïîäîáðàòü ìàñøòàáèðîâàíèå ïåðåìåííûõ, íå ìåíÿþùåå
âèä óðàâíåíèÿ. Ïóñòü x = xeka, y = yela. Òîãäà óðàâíå-
íèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ

2xydx+ (y2 − 3x2)dy = 0

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2e2ka+laxydx+ (e2lay2 − 3e2kax2)elady = 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îíî ñîâïàëî ñ èñõîäíûì, äîñòàòî÷íî
âçÿòü k = l = 1. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèþ áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îïåðàòîð

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ëè, ïîñòðîèì èíòåãðèðóþùèé ìíî-
æèòåëü:

µ =
1

y3 − x2y
.

Óìíîæèâ íà íåãî, ïîëó÷èì óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ:

du ≡ ∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = 0,

ãäå
∂u

∂x
=

2xy

y3 − x2y
,
∂u

∂y
=
y2 − 3x2

y3 − x2y
. (17.5)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (17.5) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
u = − ln |x2−y2|+k(y), ãäå k(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ îäíîãî àðãóìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂u

∂y
=

2y

x2 − y2
+ k′(y).
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Ñ ó÷¼òîì âòîðîãî ðàâåíñòâà (17.5) ïîëó÷èì:

2y

x2 − y2
+ k′(y) =

y2 − 3x2

y3 − x2y
,

îòêóäà k(y) = 3 ln |y| ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáùèì ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ áóäåò

u ≡ − ln |x2 − y2|+ 3 ln |y| = const,

îòêóäà, ïîòåíöèðóÿ, ïîëó÷èì íåÿâíóþ ôîðìóëó:

y3

x2 − y2
= c.

Îòâåò. y3/(x2 − y2) = c.
Çàäà÷à 21. Ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîé òåîðèè ïîäáåðè-

òå èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ

(x2 + 1)(2xdx+ cos ydy) = 2x sin ydx

è ðåøèòå ýòî óðàâíåíèå.
Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà óïðîñòèì óðàâíåíèå, ïåðåéäÿ

ê ïåðåìåííûì t = x2 + 1, s = sin y:

(t− s)dt+ tds = 0.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ t = tea, s =
sea, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ξ = t, η = s. Îòñþäà ïî-
ëó÷àåì èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü Ëè âèäà µ = 1/t2.
Óìíîæèì íà íåãî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ è
ñãðóïïèðóåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tdt

t2
+
tds− sdt

t2
= 0,

îòêóäà

ln |t|+ s

t
= C.
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Âûðàçèì s è âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíûì îáîçíà÷åíè-
ÿì: sin y =

(
x2 + 1

) (
C − ln

(
x2 + 1

))
.

Îòâåò. sin y =
(
x2 + 1

) (
C − ln

(
x2 + 1

))
.

Çàäà÷à 22. Ðåøèòå óðàâíåíèå

y′ =
2xy

3x2 − y2

ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.
Ðåøåíèå.Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàí-

íûì óðàâíåíèåì èç çàäà÷è 20. Â õîäå å¼ ðåøåíèÿ áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé Xt =
1 è Xu = 0. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû t çàâèñèò òîëüêî îò x,
òîãäà ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå xt′(x) =
1. Åìó óäîâëåòâîðÿåò t = ln |x|. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
âòîðîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò u = y/x. Ïåðåéäÿ ê
íîâûì ïåðåìåííûì è óïðîñòèâ óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

du

dt
=
u3 − u
3− u2

.

Èíòåãðèðîâàíèå äàñò

ln

∣∣∣∣ u3

u2 − 1

∣∣∣∣ = Ce−t,

îòêóäà ëåãêî ïåðåéòè ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì.
Îòâåò. y3/(x2 − y2) = c.
Çàäà÷à 23. Êàêèå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû

äîïóñêàåò óðàâíåíèå

∂u

∂y
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+ u?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå F ≡ uu′′x2 +
u′x

2 + u − u′y = 0. Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè çäåñü áóäåò
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èìåòü âèäX
2
F ≡ ζ

∂F

∂u
+ ζ1

∂F

∂u′x
+ ζ2

∂F

∂u′y
+ ζ11

∂F

∂u′′x2

= 0,

F = 0

(äðóãèå ñëàãàåìûå â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè ðàâíû íóëþ).
Ïîäñòàâèì â ïåðâîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ (15.2), çàòåì ïîäñòàâèì âìåñòî u′y ñîîòâåòñòâó-
þùåå âûðàæåíèå èç âòîðîãî ðàâåíñòâà. Ñãðóïïèðóåì
ðåçóëüòàò ïî ðàçíûì ïðîèçâåäåíèÿì ïðîèçâîäíûõ u.
Ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, ñëåäî-
âàòåëüíî, êàæäûé êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ. Ïðèõîäèì
ê ñèñòåìå:

1 : ζ − ζ ′y − u(ζ ′u − η′y) + u2η′u + uζ ′′x2 − u2η′′x2 =

= 0;

u′x : 2ζ ′x − 2uη′x + ξ′y + uξ′u + u(2ζ ′′ux − ξ′′x2)−
− 2u2η′′ux = 0;

u′x
2

: 2(ζ ′u − ξ′x)− ζ ′u + η′y − uη′′x2 + u(ζ ′′u2 − 2ξ′′ux)−
− u2η′′u2 = 0;

u′xu
′′
x2 : − 2uη′x − 2uξ′u − 2u2η′′ux = 0;

u′x
3

: − 2η′x − ξ′u − 2uη′′ux − uξ′′u2 = 0;

u′x
2
u′′x2 : − u2η′′u2 − uη′u = 0;

u′x
4

: − η′u − uη′′u2 = 0;

u′′x2 : ζ − u(ζ ′u − η′y) + 2u2η′u − u2η′′x2+

+ u(ζ ′u − 2ξ′x)− u2η′u = 0;

u′′x2
2

: 0 = 0;

u′′xy : − 2uη′x = 0;

u′xu
′′
xy : − 2uη′u = 0.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî η = η(y) (òî
åñòü èìååòñÿ çàâèñèìîñòü òîëüêî îò y). Òîãäà ðàâåí-
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ñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå u′xu
′′
x2, óïðîñòèòñÿ äî ξ′u = 0, òî

åñòü ξ íå çàâèñèò îò u. Íåêîòîðûå ðàâåíñòâà áóäóò âû-
ïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, è ñèñòåìó ìîæíî áóäåò ïåðå-
ïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

ξ = ξ(x; y);

η = η(y);

ζ − ζ ′y − uζ ′u + uη′y + uζ ′′x2 = 0;

2ζ ′x + ξ′y + 2uζ ′′ux − uξ′′x2 = 0;

ζ ′u + uζ ′′u2 − 2ξ′x + η′y = 0;

ζ + uη′y − 2uξ′x = 0.

Âûðàçèì ζ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ: ζ = u(2ξ′x − η′y).
Òîãäà ïðåäïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. ×åò-
â¼ðòîå ðàâåíñòâî ïðèâåä¼ì ê âèäó

7uξ′′x2 + ξ′y = 0.

Çäåñü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò u òîæäåñòâåííî ðàâíà íó-
ëþ (ξ îò u íå çàâèñèò). Çíà÷èò, îáà êîýôôèöèåíòà ðàâ-
íû íóëþ: ξ′′x2 = ξ′y = 0. Ïîýòîìó ξ = c1x + c2, ãäå c1;2

� ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà òðåòüå óðàâíåíèå
ìîæíî óïðîñòèòü äî

η′′(y) + η′(y) = 0⇔ η = c3e
−y + c4.

Ïðè òàê îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè η(·) ïîëó÷èì, ÷òî ζ =
u(2c1 + c3e

−y).
Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì êîýôôèöè-

åíòàì îïåðàòîðà X :

ξ = c1x+ c2, η = c3e
−y + c4, ζ = u(2c1 + c3e

−y).

Ïîëàãàÿ ïî î÷åðåäè êàæäûé èç ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ðàâíûì åäèíèöå (à îñòàëüíûå � íóëþ), ïîëó÷èì,
÷òî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

X1 = x ∂
∂x + 2u ∂

∂u ; X2 = ∂
∂x ;

X3 = e−y ∂∂y + ue−y ∂
∂u ; X4 = ∂

∂y .
(17.6)
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Îòâåò.Óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîðû, ïåðå÷èñëåí-
íûå â (17.6).
Çàäà÷à 24. Êàêèå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû

äîïóñêàåò óðàâíåíèå

∂2u

∂t∂x
= f(u),

ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ (ôèêñèðîâàííàÿ) íåëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà.
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè.

Ïîñëå óïðîùåíèé ñèñòåìà äëÿ ξ(·), η(·), ζ(·) ñâåä¼òñÿ ê
ñëåäóþùåé: 

ξ = ξ(x);

η = η(y);

ζ = cu+ A(x; y);

A′′xy − cuf ′(u)− Af ′(u)+

+(c− ξ′x − η′y)f(u) = 0,

(17.7)

ãäå ξ(·) è η(·) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îäíîãî àðãó-
ìåíòà, A(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåí-
òîâ, c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñëåäíåå óðàâíå-
íèå ñèñòåìû èìååò âèä

∑4
k=1 Pk(x; y)Qk(u) = 0, ãäå

P1(x; y) = A′′xy, Q1(u) = 1, P2(x; y) = −c, Q2(u) =
uf ′(u), P3(x; y) = −A, Q3(u) = f ′(u), P4(x; y) = c −
ξ′x−η′y, Q4(u) = f(u). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó-
÷àåâ, êîãäà ôóíêöèè Q1;2;3;4(u) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è
êîãäà êàêèå-òî äâå èç íèõ ïðîïîðöèîíàëüíû59.

• Ïóñòü Q1;2;3;4(u) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà äëÿ
òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû âñå êîýôôèöèåíòû P1;2;3;4(x; y) äîëæíû áûòü
ðàâíû íóëþ. Èç ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ÷òî ζ = 0, ξ = c1x + c2, η = −c1y + c3. Ïî-

59Ïîëíûé ðàçáîð ïîäîáíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâåä¼í â [30, ï. 4.5.].
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ëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäóþ ïðîèçâîëüíóþ ïî-
ñòîÿííóþ ðàâíîé åäèíèöå (à äðóãèå � íóëþ), ïîëó-
÷èì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ñëåäóþùèå
îïåðàòîðû:

X1 = x
∂

∂x
− y ∂

∂y
; X2 =

∂

∂x
; X3 =

∂

∂y
. (17.8)

• Ïóñòü Q2 ïðîïîðöèîíàëüíî Q1, òî åñòü uf ′(u) =
k ⇔ f(u) = k ln |u|+k1 (çäåñü è äàëåå k, k1 � ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (17.7)
ïðèâåä¼ì ê âèäó

A′′xy−ck−Ak/u+(c−ξ′x−η′y)k ln |u|+(c−ξ′x−η′y)k1 = 0.

Îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïî u, ñëå-
äîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ïðè u−1, ln |u| è ñâîáîä-
íûé ÷ëåí äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ:

1 : A′′xy − ck + (c− ξ′x − η′y)k1 = 0;

u−1 : − Ak = 0;

ln |u| : k(c− ξ′x − η′y) = 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(·) íåëèíåéíà, òî ïàðàìåòðû k

è k1 íå ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó èç äàííîé ñèñòåìû
âûòåêàåò, ÷òî A = 0, c = 0, ξ′x + η′y = 0. Ñ ó÷¼òîì
(17.7) ïîëó÷èì òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê â ïðåäûäó-
ùåì ñëó÷àå: ξ = c1x+c2, η = −c1y+c3, ζ = 0, ÷åìó
ñîîòâåòñòâóþò òå æå îïåðàòîðû (17.8).

• Ïóñòü Q2 ïðîïîðöèîíàëüíî Q4, òî åñòü uf ′(u) =
kf(u) ⇔ f(u) = k1u

k. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå (17.7) ïðèìåò âèä

A′′xy − ck1ku
k − Ak1ku

k−1 + (c− ξ′x − η′y)k1u
k = 0.
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Îíî ðàñïàä¼òñÿ íà ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
1 : A′′xy = 0;

uk : − ck1k + k1(c− ξ′x − η′y) = 0;

uk−1 : − Ak1k = 0.

Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

ξ = c1x+ c2, η = (c(1− k)− c1)y + c3, ζ = cu.

Ïîëàãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäóþ ïðîèçâîëüíóþ ïî-
ñòîÿííóþ ðàâíîé åäèíèöå (à äðóãèå � íóëþ), ïîëó-
÷èì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò òå æå îïå-
ðàòîðû (17.8) è îïåðàòîð

X4 = (1− k)y
∂

∂y
+ u

∂

∂u
. (17.9)

• ÏóñòüQ3 ïðîïîðöèîíàëüíîQ4, òî åñòü f
′(u) = kf(u)⇔

f(u) = k1e
ku. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (17.7) ïðèìåò

âèä

A′′xy − ck1kue
ku − Ak1ke

ku + (c− ξ′x − η′y)k1e
ku = 0.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ξ = ξ(x) è η = η(y) � ïðîèçâîëü-
íûå ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, à ζ = −(ξ′(x) +
η′(y))/k, îòêóäà ïîëó÷èì äîïóñêàåìûé îïåðàòîð

X = ξ(x)
∂

∂x
+ η(y)

∂

∂y
− ξ′(x) + η′(y)

k

∂

∂u
(17.10)

(ñîäåðæàùèé êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îïåðàòîðû (17.8)).

• Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè (ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ìåæäóQ3

è Q1, Q4 è Q1, Q3 è Q2) äàþò ïîñòîÿííóþ èëè ëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ f(·), ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò óñëî-
âèþ.
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Îòâåò. Â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðà-
òîðû (17.8). Êðîìå òîãî, ïðè f(u) = k1u

k îíî äîïóñêàåò
îïåðàòîð (17.9), à ïðè f(u) = k1e

ku � îïåðàòîð (17.10)
(÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ (17.8)).
Çàäà÷à 25. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

∂u

∂x

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0 (17.11)

äîïóñêàåò îïåðàòîðû

X1 = x
∂

∂x
+ 3u

∂

∂u
; X2 =

∂

∂x
; X3 = y

∂

∂y
− 2u

∂

∂u
;

X4 =
∂

∂y
; X5 = y

∂

∂u
; X6 =

∂

∂u
.

Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîäîáíî òîìó, êàê áû-
ëî ñäåëàíî â äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóåì
óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè è ïîëó÷èì òîò æå ñïèñîê îïå-
ðàòîðîâ, êîòîðûé óêàçàí â óñëîâèè.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå äîïóñêàåò

X1 (äðóãèå îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò
ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé:

x = xea; y = y; u = ue3a. (17.12)

Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûõ:

∂u

∂x

∂2u

∂x2 −
∂2u

∂y2 = 0.

Ïåðåéä¼ì îò ïåðåìåííûõ (x; y;u) ê ïåðåìåííûì (x; y;u)
ïî ïðàâèëàì (17.12) è ïîñëå ñîêðàùåíèé ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå (17.11).
Çàäà÷à 26. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
=
∂u

∂y

(
∂u

∂x

)2

(17.13)
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äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = −xu
2

∂

∂x
+ y

∂

∂u
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà íàéäèòå èíâàðèàíòíûå
ðåøåíèÿ óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ.
Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ñîîíîøåíèÿ

XI = 0⇔ −xu
2

∂I

∂x
+ y

∂I

∂u
= 0

íàéä¼ì èíâàðèàíòû îïåðàòîðà X :

I1 = y; I2 = 4y ln |x|+ u2.

Çíà÷èò, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñëåäó-
åò èñïîëüçîâàòü ïðåäâàðèòåëüíóþ ôîðìó

I2 = f(I1)⇔ 4y ln |x|+ u2 = f(y),

ãäå f(·) �ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà, ïîäëåæàùàÿ îïðå-
äåëåíèþ. Âûðàçèì u, îãðàíè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì
êâàäðàòíîãî êîðíÿ ñ ïëþñîì:

u =
√
f(y)− 4y ln |x|.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (17.13). Ïîñëå
óïðîùåíèé ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ f(y):

yf ′(y)− f(y) = −2y.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

f(y) = y(C − 2 ln |y|)

ñ ïðîèçâîëüíîé ïîÿòîÿííîé C. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðè-
àíòíûì ðåøåíèåì áóäåò

u =
√
y(C − ln(x4y2)).

Îòâåò. u =
√
y(C − ln(x4y2)).
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Çàäà÷à 27. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
eu
∂u

∂x

)
äîïóñêàåò îïåðàòîðû

X1 = x
∂

∂x
+ t

∂

∂t
, X2 = x

∂

∂x
+ 2

∂

∂u
.

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ
ïîñòðîéòå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ óêàçàííîãî óðàâíå-
íèÿ.
Ðåøåíèå. Åñëè óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîðûX1;2,

òî äîïóñêàåò è èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

X = X1 + aX2 = t
∂

∂t
+ (a+ 1)x

∂

∂x
+ 2a

∂

∂u

ñ ïðîèçâîëüíûì íåíóëåâûì ïàðàìåòðîì a. Ýòîò îïåðà-
òîð èìååò èíâàðèàíòû I1 = xt−a−1 è I2 = u − 2a ln |t|.
Çíà÷èò, ñëåäóåò èñêàòü èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ â âèäå
I2 = f(I1) ⇔ u = 2a ln |t| + f(xt−a−1). Äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè f(·) ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â èñõîäíîå
óðàâíåíèå. Ïîñëå óïðîùåíèé ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ äëÿ
f(z): (

ef(z)f ′(z)
)′

= (a+ 1)2z2f ′′(z)+
+(a+ 1)(a+ 2)zf ′(z)− 2a.

(17.14)

Îòâåò. u = 2a ln |t| + f(xt−a−1), ãäå ôóíêöèÿ f(·)
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (17.14), a� ïðîèçâîëüíàÿ íåíó-
ëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Çàäà÷à 28. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

∂u

∂x

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = x
∂

∂x
+ 3u

∂

∂u
.
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Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà âíåñèòå ïîñòîÿííûå â
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

1. ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ñòåïåííûõ ôóíêöèé îò x è y),

2. ðåøåíèå � ìíîãî÷ëåí ïî x (ðåçóëüòàò çàäà÷è �6).

Ðåøåíèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàçâàííîìó îïå-
ðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

x = xea;

y = y;

u = ue3a.

(17.15)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé èíôîðìàöèåé ïðèìåíè-
òåëüíî ê äâóì íàçâàííûì âèäàì òî÷íûõ ðåøåíèé.

1. Ðàññìîòðèì ìåòîä ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ. Óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè âè-
äà u = Axµyν. Ïîäñòàâèì ýòó ïðåäâàðèòåëüíóþ
ôîðìó â óðàâíåíèå:

A2µ2(µ− 1)x2µ−3y2ν + Aν(ν − 1)xµyν−2 = 0.

Äëÿ òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ïðè íåíó-
ëåâîì A íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé x
è y â îáîèõ ñëàãàåìûõ áûëè ðàâíû: 2µ − 3 = µ,
2ν = ν − 2, òî åñòü µ = 3, ν = −2. Ïðè òàêèõ ïîêà-
çàòåëÿõ óïðîñòèì ðàâåíñòâî: A = −1/3. Ïðèõîäèì
ê ðåøåíèþ

u = −x
3y−2

3
. (17.16)

Óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ (17.15), ñëåäîâàòåëüíî,

u = −x
3y−2

3
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áóäåò ðåøåíèåì òàêîãî æå óðàâíåíèÿ, ãäå ê êàæäîé
ïåðåìåííîé ïðèïèñàíà ÷åðòà. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âû-
ðàæåíèÿ (17.15), à çàòåì óïðîùàÿ, ïîëó÷èì òàêîå
æå ñåìåéñòâî ðåøåíèé (17.16). Çíà÷èò, ýòî ðåøå-
íèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, è ïðåäëîæåííûé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò âíåñòè
ïîñòîÿííóþ.

2. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â çàäà÷å �6 (ìíî-
ãî÷ëåí ïî x):

u = −x3y−2/3 + c0x
2y3 − 2c2

0xy
8/27+

+c3
0y

13/1053 + c1y + c2
(17.17)

(ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè c0;1;2). Óðàâíåíèå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (17.15),
ñëåäîâàòåëüíî, ïðèïèñàâ ÷åðòû ê êàæäîé ïåðåìåí-
íîé â (17.17), ïîëó÷èì ðåøåíèå òàêîãî æå óðàâ-
íåíèÿ, ãäå ê êàæäîé ïåðåìåííîé ïðèïèñàíà ÷åð-
òà. Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïåðåìåííûì áåç ÷åðòû ïî
ôîðìóëàì (17.15), à çàòåì âûðàæàÿ u, ïîëó÷èì ñå-
ìåéñòâî ðåøåíèé, ñîäåðæàùåå åù¼ è ïðîèçâîëüíûé
ïàðàìåòð a:

u = −x
3y−2

3
+c0e

−ax2y3−2c2
0e
−axy8

27
+
c3

0y
13

1053
+c1y+c2.

Îòâåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåòîä íå ïîçâîëÿåò âíåñòè
ïîñòîÿííóþ, ïîñêîëüêó ðåøåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå: u =
−x3y−2/3+c0e

−ax2y3−2c2
0e
−2axy8/27+c3

0y
13/1053+c1y+

c2, c0;1;2, a ∈ R.
Çàäà÷à 29. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b,

c óðàâíåíèå

u′′(z)− au(z)u′(z) = bu2(z) + cz3
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óäîâëåòâîðÿåò òåñòó Ïåíëåâå? (Õîòÿ áû îäíî èç ÷è-
ñåë a è b íå ðàâíî íóëþ.) Ïðè ýòèõ a, b è c íàéäèòå
ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà äî ÷ëåíîâ,
ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà a 6= 0.
Âî-ïåðâûõ, íàéä¼ì íà÷àëüíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ: u =

A0t
−p, ãäå t = z − z0, p ∈ N, à z0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîì-

ïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåäóùè-
ìè ÷ëåíàìè (òî åñòü ïðîïîðöèîíàëüíûìè íàèáîëüøèì
ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì t) áóäóò u′′ è auu′.
Îíè áóäóò ¾óðàâíîâåøèâàòüñÿ¿ ïðè p = 1, A0 = −2/a.
Âî-âòîðûõ, îïðåäåëèì, êàêèå ÷ëåíû ðÿäà Ëîðàíà ìî-

ãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâ-
íåíèå60 äâó÷ëåí u = A0t

−p + Amt
m−p. Ïîñëå óïðîùå-

íèé, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè Am â ñòåïå-
íÿõ áîëüøå ïåðâîé, ïîëó÷èì: m2 −m − 2 = 0, îòêóäà
m = −1 èëè m = 2. Çíà÷èò, ðàçëîæåíèå Ëîðàíà, ñî-
äåðæàùåå ÿâíî ÷ëåíû ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè,
äîëæíî èìåòü âèä

u = −2

a
t−1 + A1 + A2t+O(t2).

Â-òðåòüèõ, ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå61

è ñãðóïïèðóåì åãî ïî ñòåïåíÿì t. Îíî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ òîæäåñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåí-
òû ðàâíû íóëþ. Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:

t−2 : − 2A1 =
4b

a2
;

t−1 : 0 = −4bA1

a
.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàéä¼ì: A1 = −2b/a2. Óïðîñòèì
âòîðîå: bA1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî äâà âàðè-

60Çäåñü âñåìè ÷ëåíàìè, êðîìå âåäóùèõ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
61Òåïåðü áåð¼ì ïîëíîå èñõîäíîå óðàâíåíèå, òî åñòü íå ïðåíåáðåãàåì íèêàêèìè ÷ëåíàìè.
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àíòà. Åñëè b = 0, òî è A1 = 0, à êîýôôèöèåíò A2 áó-
äåò ïðîèçâîëüíûì. Òîãäà óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåò òå-
ñòó Ïåíëåâå, ïðè÷¼ì

u = −2

a
t−1 + A2t+O(t2),

ãäå A2 � ïðîèçâîëüíûé. Åñëè æå b 6= 0, òî ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ, è óðàâíåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò òåñòó
Ïåíëåâå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü a = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âåäóùèìè

÷ëåíàìè áóäóò u′′ è bu2. Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó-
÷àåì a 6= 0, ïîëó÷èì ïðåäâàðèòåëüíóþ ôîðìó ðåøåíèÿ

u =
6

b
t−2 +A1t

−1 +A2 +A3t+A4t
2 +A5t

3 +A6t
4 +O(t5),

à çàòåì ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ: A1 = A2 = A3 = 0, A4 = −cz3

0/10, A5 =
−cz2

0/2, 0A6 = 3cz0. Çíà÷èò, A6 áóäåò ïðîèçâîëüíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = 0, à ðåøåíèå áóäåò
èìåòü âèä

u =
6

b
t−2 + A6t

4 +O(t5).

Îòâåò. Ïåðâûé ñëó÷àé (a 6= 0): åñëè b = 0, òî óðàâ-
íåíèå ïðîõîäèò òåñò, ïðè÷¼ì u = −2t−1/a+A2t+O(t2),
ãäå A2 � ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò, èíà÷å � íå ïðî-
õîäèò. Âòîðîé ñëó÷àé (a = 0): åñëè c = 0, òî óðàâíåíèå
ïðîõîäèò òåñò, ïðè÷¼ì u = 6t−2/b+A6t

4 +O(t5), ãäå A6

� ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò, èíà÷å � íå ïðîõîäèò.
(Çäåñü t = z − z0, z0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.)
Çàäà÷à 30. Ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå

u2 ∂3u

∂t∂x2
− u∂u

∂t

∂2u

∂x2
− 2u

∂u

∂x

∂2u

∂x∂t
+ 2

∂u

∂t

(
∂u

∂x

)2

=

= u2

(
∂u

∂x
+
∂u

∂t

)
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ê ëèíåéíîìó ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåé çàìåíû ïåðåìåí-
íîé u = f(v).

Ðåøåíèå.Ïîäñòàâèì ïðåäëàãàåìóþ ôîðìóëó â óðàâ-
íåíèå è ñãðóïïèðóåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:[

f 2(v)f ′′′(v)− 3f(v)f ′(v)f ′′(v) + 2f ′3(v)
]
v′tv
′
x

2+

+2
[
f 2(v)f ′′(v)− f(v)f ′2(v)

]
v′xv

′′
xt+

+
[
f 2(v)f ′′(v)− f(v)f ′2(v)

]
v′tv
′′
x2 + f 2(v)f ′(v)v′′′x2t =

= f 2(v)f ′(v)(v′x + v′t)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäîå èç âûðàæåíèé â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ áóäåò ðàâíî íóëþ, òî óðàâíåíèå ìîæíî áóäåò
ñîêðàòèòü íà f 2(v)f ′(v), è îíî ñòàíåò ëèíåéíûì. Çíà-
÷èò, íàäî íàëîæèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà f(·):{

f 2(v)f ′′′(v)− 3f(v)f ′(v)f ′′(v) + 2f ′3(v) = 0;

f 2(v)f ′′(v)− f(v)f ′2(v) = 0.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû áóäåò ñåìåéñòâî ôóíêöèé f(v) = c1e

c2v

� ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò è ïåðâîìó óðàâíåíèþ.
Âîçüì¼ì äëÿ ïðîñòîòû f(v) = ev è ïðèä¼ì ê ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ:

∂3u

∂t∂x2
=
∂u

∂x
+
∂u

∂t
.

Îòâåò. Çàìåíà f(v) = ev äà¼ò ëèíåéíîå óðàâíåíèå
v′′′x2t = v′x + v′t.

Çàäà÷à 31. Ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
=
∂u

∂y

(
∂u

∂x

)2

+ x

(
∂u

∂x

)3

(17.18)

ê ëèíåéíîìó ìåòîäàìè ãðóïïîâîãî àíàëèçà.
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Ðåøåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå äî-
ïóñêàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

X1 = −ux
2

∂
∂x + y ∂

∂u ;
X2 = ∂

∂u ;

X3 =
(
y2 − y

2 −
u2

4

)
x ∂
∂x + y2 ∂

∂y + yu ∂
∂u ;

X4 = xy ∂
∂x + y ∂

∂y + u
2
∂
∂u ;

X5 = ∂
∂y ;

X6 = x ∂
∂x ;

X∞ = b(u; y) ∂
∂x ,

(17.19)

ãäå b(·) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

∂b

∂y
=
∂2b

∂u2
+ b. (17.20)

Ïîïðîáóåì ñâåñòè èñõîäíîå óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó òà-
êîãî æå âèäà. Ðàññìîòðèì (17.20), ïåðåîáîçíà÷èâ b è u
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç u è x. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíî
äîïóñêàåò ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

X1 = y ∂
∂x −

xu
2

∂
∂u ;

X2 = ∂
∂x ;

X3 = xu ∂
∂x + y2 ∂

∂y +
(
y2 − y

2 −
x2

4

)
u ∂
∂u ;

X4 = x
2
∂
∂x + y ∂

∂y + yu ∂
∂u ;

X5 = ∂
∂y ;

X6 = u ∂
∂u ;

X∞ = q(x; y) ∂
∂u ,

(17.21)

ãäå q(·) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂q

∂y
=
∂2q

∂x2
+ q,

àíàëîãè÷íîãî (17.20). Çàìåòèì, ÷òî ñïèñîê îïåðàòîðîâ
(17.19) ñîâïàä¼ò ñ (17.21), åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè x è u,
òî åñòü ïðèíÿòü x çà ôóíêöèþ îò u è t.
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Ïðîâåðèì, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåàðèçóåò (17.18).
Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

x = x(u; t). (17.22)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî x:

1 = x′uu
′
x ⇒ u′x =

1

x′u
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åù¼ ðàç ïî x:

0 = x′′u2u′x
2

+ x′uu
′′
x2 ⇒ u′′x2 = −

x′′u2

x′u
3 .

Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì (17.22) ïî y:

0 = x′uuy + x′y ⇒ u′y = −
x′y
x′u
.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u â (17.18)
è óïðîñòèâ, ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

∂x

∂y
=
∂2x

∂u2
+ x.

Îòâåò. Ïîìåíÿâ ðîëÿìè x è u, ïîëó÷èì ëèíåéíîå
óðàâíåíèå x′y = x′′u2 + x.



Ãëàâà XVIII. Çàäà÷è äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷è â ýòîé ãëàâå ïîäîáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìàìè
òåîðåòè÷åñêîãî êóðñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: 1�2;

• òî÷íûå ðåøåíèÿ, èõ ïðèìåíåíèå è êîíòðïðèìåðû:
3�9;

• âîïðîñû ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè: 10�
14;

• ãðóïïîâîé àíàëèç: 15�23;

• àíàëèç Ïåíëåâå: 24�25;

• ëèíåàðèçàöèÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ: 26.

� 1. Óñëîâèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Âûâåäèòå (4.14) èç (4.13), òî åñòü óðàâ-
íåíèå

∂

∂t

(
−∆2u+ ∆u+ ∆p1

u
)
+∆u+

t∫
0

h(t−s)∆uds−∆p2
u = 0

210
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èç ñèñòåìû

divD = −4πn;

D = E + 4πP ;
∂n
∂t = div J ;

P = −a1∆E + a2|E|p1−2E;

J = σ0(1− |E|p2−2)E +
∫ t

0 h(t− s)E(x; s)ds.

Çàäà÷à 2. Âûðàçèòå η0 èç (6.5), òî åñòü ðåøèòå
îòíîñèòåëüíî η0 óðàâíåíèå

η0∫
−η0

(
σ

2a2(σ + 2)
(η2

0 − η2)

)1/σ

dη = Q.

Çàäà÷à 3. à).Ïðîâåðüòå, ÷òî (6.7) � ðåøåíèå (6.6),
òî åñòü ôóíêöèÿ

u =

{
u0t

1/σ
(

1− x
x0(t)

)1/σ

, 0 6 x < x0(t);

0, x > x0(t),

ãäå x0(t) = v0t, v0 =
√
a2uσ0/σ, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
∂u
∂t = a2 ∂

∂x

(
uσ ∂u∂x

)
, t > 0, x > 0;

u(x; 0) = 0;

u(0; t) = u0t
1/σ.

á). Ïðîâåðüòå, ÷òî (6.9) � ðåøåíèå (6.8), òî åñòü
ôóíêöèÿ

u(x, t) =

A0(T − t)−1/σ
(

1− x
x0

)2/σ

, 0 6 x < x0,

0, x > x0,

ãäå x0 =
√

2Aσ
0a

2(σ + 2)/σ, A0 = const > 0, T =
const > 0, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-
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÷è 
∂u
∂t = a2 ∂

∂x

(
uσ ∂u∂x

)
, 0 < t < T <∞, x > 0,

u(x, 0) = A0T
−1/σ

(
1− x

x0

)2/σ

, x > 0,

u(0, t) = A0(T − t)−1/σ, 0 < t < T,

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû
óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
(âîçìîæíî âûðàæåíèå ðåøåíèÿ ÷åðåç ðåøåíèå íåêî-
òîðîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ).

Çàäà÷à 6. à). Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
.

ìåòîäîì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+ u.

Çàäà÷à 7. à). Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

(
∂2u

∂x2

)k
(k = const)

ìåòîäîì àääèòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
= a

∂

∂x

(
eλu

∂u

∂x

)
+ b
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(ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû).
â). Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
.

ìåòîäîì àääèòèâíîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ñ÷èòàÿ
ñëàãàåìîå, çàâèñÿùåå îò x, ìíîãî÷ëåíîì.
Çàäà÷à 8. Íàéäèòå òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂x

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò y−1 (ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè, çàâèñÿùèìè îò x).
Çàäà÷à 9. à). Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂t2
= (2x2 + t2)eu

íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ t = Ct,
x = Ckx, u = Cmu íè ïðè êàêèõ k è m, íî èìååò
íåòðèâèàëüíûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ.
á). Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
+ x

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u2

íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x+
k1a, y = y+k2a, u = u (k1;2 = const ∈ R\{0}), íî èìå-
åò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî Lp(0; 1) ⊂ Lq(0; 1) ïðè

∞ > p > q > 1. (Íå çàáóäüòå ïîêàçàòü, ÷òî îò-
íîøåíèå ñòðîãîå, òî åñòü íàçâàííûå ìíîæåñòâà íå
ñîâïàäàþò.)
Çàäà÷à 11. Ïóñòü u(x; t) ∈ XT = C1

[
0;T ;H1

0(Ω)
)
,

ãäå Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé ãðàíèöåé. Îáîçíà÷èì Φ = a‖u‖2

L2(Ω)+b‖∇u‖2
L2(Ω),
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W = c‖u′t‖2
L2(Ω) + d‖∇u′t‖2

L2(Ω), ãäå a, b, c, d � ïîëî-
æèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ k, ÷òî Φ′2 6
kΦW .
Çàäà÷à 12. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂
∂t(∆u− u) + au− bu3 = 0,
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæå-
ñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, t > 0, a =
const ∈ R, b = const ∈ R+. Ïîêàæèòå, ÷òî îáîáù¼í-
íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èç êëàññà C1

[
0; T ;H1

0(Ω)
)

íå ðàçðóøèòñÿ íè ïðè êàêîì êîíå÷íîì T .
Çàäà÷à 13. à). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂
∂t(∆u− u) + u3 + u = 0,
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæå-
ñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, t > 0. Íà
êàêîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò
å¼ ðåøåíèå èç êëàññà C1

[
0; T ;H1

0(Ω)
)
?

á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ çàäà÷è
∂
∂t(∆u− u) + u3 = f(x),
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå f(·) ∈ L2(Ω), ïðè÷¼ì 8C4
4‖f‖2

L2(Ω) < 1.
Çàäà÷à 14. à). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂
∂t(∆u− u) + µ(x)u3 = 0,
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),
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ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-
æåñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, t > 0,
µ(x) ∈ L4(Ω), ïðè÷¼ì µ(x) > 0 ∀x ∈ Ω. Ê êàêîìó
ìîìåíòó âðåìåíè çàâåäîìî ðàçðóøèòñÿ å¼ ðåøåíèå èç
êëàññà C1

[
0; T ;H1

0(Ω)
)
? (Íà÷àëüíûå äàííûå ñ÷èòàòü

íåòðèâèàëüíûìè.)
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ çàäà÷è

∂
∂t(∆u− u) + u3 = f(x),
u|∂Ω = 0,
u(x; 0) = u0(x) ∈ H1

0(Ω),

ãäå u = u(x; t), x ∈ Ω, Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-
æåñòâî R3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, t > 0,
f(·) ∈ L2(Ω).
Çàäà÷à 15. à). Êàêîìó èíôèíèòåçèìàëüíîìó îïå-

ðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ

x = x+ ay, y = y?

á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà:

x = x ch a+ y sh a, y = y ch a+ x sh a.

Çàäà÷à 16. à). Êàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ íà ïëîñêî-
ñòè ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð

X = 3x
∂

∂x
+ 5y

∂

∂y
?

Êàêîâû åãî èíâàðàíòû?
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ îïåðàòîðà

X = x2 ∂

∂x
+ y2 ∂

∂y
.

â). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ îïåðàòîðà

X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
.
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Çàäà÷à 17. à). Ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîé òåîðèè ïîä-
áåðèòå èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ

3x3ydx+ (x4 + 4y4)dy = 0

è ðåøèòå ýòî óðàâíåíèå.
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

2xydx+ 3(x2 + y6)dy = 0.

â). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

y2dx+ (xy + tg(xy))dy = 0.

ã). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

y2dx+ (ex − y) dy = 0.

Çàäà÷à 18. à). Ðåøèòå óðàâíåíèå

y′ = −x
4 + 4y4

3x3y

ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

y′ = − 2xy

3(x2 + y6)
.

Çàäà÷à 19. à). Êàêèå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðà-
òîðû äîïóñêàåò óðàâíåíèå

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
un
∂u

∂x

)
,

ãäå n = const 6= 0?
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
,

ãäå a = const 6= 0.
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â). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
−
(
∂u

∂x

)2

.

Çàäà÷à 20. à). Êàêèå èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðà-
òîðû äîïóñêàåò óðàâíåíèå

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
f(u)

∂u

∂x

)
,

ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ (ôèêñèðîâàííàÿ) ôóíêöèÿ îä-
íîãî àðãóìåíòà, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé.
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
f(u)

∂u

∂x

)
.

Çàäà÷à 21. à). Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= sin u

äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = y
∂

∂x
− x ∂

∂y
.

Íàéäèòå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂x

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (18.1)

ñ îïåðàòîðîì

X =
∂

∂x
+ y

∂

∂u
.

â). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ (18.1) ñ îïåðà-
òîðîì

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ u

∂

∂u
.
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Çàäà÷à 22. à). Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

∂u

∂y
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+ u (18.2)

äîïóñêàåò îïåðàòîðû

X1 =
∂

∂x
, X2 = e−y

∂

∂y
+ ue−y

∂

∂u
.

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ
ïîñòðîéòå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ óêàçàííîãî óðàâíå-
íèÿ.
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ (18.2) ñ îïåðà-

òîðàìè

X1 = x
∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, X2 = e−y

∂

∂y
+ ue−y

∂

∂u

(îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ x > 0.)
Çàäà÷à 23. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

∂u

∂x

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

äîïóñêàåò îïåðàòîð

X = y
∂

∂y
− 2u

∂

∂u
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà âíåñèòå ïîñòîÿííûå62 â
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

1. ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (ïîñòðîåííîå â õîäå
ðåøåíèÿ ðàçîáðàííîé çàäà÷è �28 íà ñ. 202),

2. ðåøåíèå � ìíîãî÷ëåí ïî y−1 (ðåçóëüòàò çàäà÷è
�8 íà ñ. 213).

62Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïîñòðîåíèå ïî îäíîìó ðåøåíèþ ñåìåéñòâà ðåøåíèé ñ
ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì.
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Çàäà÷à 24. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

u′′′(z)− 6u(z)u′(z)− zu′(z)− 2u(z) = 0

óäîâëåòâîðÿåò òåñòó Ïåíëåâå. Íàéäèòå ïðåäñòàâëå-
íèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà äî ÷ëåíîâ, ñîäåðæà-
ùèõ ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû.
Çàäà÷à 25. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b,

c óðàâíåíèå

u′′′(z) = u2(z) + au(z) + bz + c

óäîâëåòâîðÿåò òåñòó Ïåíëåâå? Ïðè ýòèõ a, b è c íàé-
äèòå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà äî
÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûå êîýôôèöèåíòû.
Çàäà÷à 26. à). Ïðåîáðàçóéòå óðàâíåíèå

u
∂2u

∂x∂y
+ 2

∂u

∂x

∂u

∂x
= 0

ê ëèíåéíîìó ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåé çàìåíû ïåðåìåí-
íîé u = f(v).
á). Òàêîé æå âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ ϕ(u)

(
∂u

∂x

)2

,

ãäå ϕ(·) � ïðîèçâîëüíàÿ (ôèêñèðîâàííàÿ) ôóíêöèÿ îä-
íîãî àðãóìåíòà.

� 2. Îòâåòû è óêàçàíèÿ

1. Óêàçàíèå. Ïîäñòàâüòå P èç ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèÿ
âî âòîðîå, çàòåì � D èç âòîðîãî â ïåðâîå, çàòåì � n èç
ïåðâîãî è J èç ïÿòîãî ïîäñòàâüòå â ïåðâîå. Ïåðåéäèòå
ê ïîòåíöèàëó u ïî ïðàâèëó E = −∇u. Ìàñøòàáèðóéòå
ïîòåíöèàë è âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ òàê,
÷òîáû êîýôôèöèåíòû ñòàëè åäèíè÷íûìè.
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2. Óêàçàíèå. Âûðàçèòå èíòåãðàë ÷åðåçB-ôóíêöèþ.
Îòâåò.
η0 = (Q/B(1/σ + 1; 1/2))σ/(σ+2) (2a2(σ + 2)/σ

)1/(σ+2)
.

3 (à, á). Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü íåïî-
ñðåäñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó.

4. Îòâåò. u(x; t) = f(x − at), ãäå ôóíêöèÿ îäíîãî
àðãóìåíòà f(z) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíîé ôîðìóëîé fn+1−
a2(n+1)f− (c1z+c2) = 0, a � ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ
ïîñòîÿííàÿ, c1;2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

5. Îòâåò. u(x; t) = t2β+1f(xtβ), ãäå ôóíêöèÿ îäíîãî
àðãóìåíòà f(z) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (2β + 1)f +
βzf ′ = (fnf ′)′, à β � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ÷àñò-
íîñòè, ïðè β = −1 â óðàâíåíèè ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿ-
äîê, ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî÷ëåííî: −zf = fnf ′ + c.

6. à). Îòâåò.

u(x; t) =

[(
c2 + nx/

√
2(n+ 2)

)2

/(c1 − nt)
]2/n

. á). Óêà-

çàíèå. Ïóñòü u(x; t) = f(x)g(t). Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå
ê âèäó (g′(t) − g(t))/g2(t) = (f(x)f ′(x))′/f(x). Îòâåò.
u(x; t) = f(x)/ (c1e

−t − c3), ãäå ôóíêöèÿ f(·) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì f ′2(x) = 2c3f(x)/3 + c2f

−2(x) (â ÷àñò-
íîñòè, ïðè c2 = 0 èìååòñÿ ðåøåíèå â âèäå ýëåìåíòàðíîé
ôóíêöèè: f(x) = c3(x+ c4)

2/6).

7. à). Îòâåò. u(x; t) = c
1/k
3 x2/2 + c1x + c3t + c2.

á). Óêàçàíèå. Ïóñòü u(x; t) = f(x) + g(t). Ïðèâåäè-

òå óðàâíåíèå ê âèäó e−λg(t)(g′′(t)− b) = a
(
eλf(x)f ′(x)

)′
.

Îòâåò. u(x; t) = ln
(
c3λx

2/(2a) + c1x+ c2

)
/λ+g(t), ãäå

ôóíêöèÿ g(·) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì g′2(t) = 2bg(t)+
2c3e

λg(t)/λ. â). Îòâåò. u(x; t) = c1x+ c2
1t+ c2.

8. Îòâåò. u = −(x3/3+c2x
2/c1+c

2
2x/c

2
1+c

3
2/(3c

3
1))y

−2+
(c1x+ c2)y

−1.

9. à). Óêàçàíèå. Îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè ëåãêî
äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî. Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ìîæ-
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íî èñêàòü â âèäå u(x; t) = f(z), z = xt. Òàêèì ðåøåíèåì
áóäåò, íàïðèìåð, u(x; t) = −2 ln(C − xt/

√
2). á). Óêà-

çàíèå. Îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíîñòè ëåãêî äîêàçàòü îò
ïðîòèâíîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå èìååò ðåøå-
íèå òèïà áåãóùåé âîëíû âèäà u(x; y) = f(x + y), ãäå
ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåòñÿ óðàâíåíèåì f ′′(z)+zf ′(z) =
f 2(z).

10. Óêàçàíèå. Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ
ðàçîáðàííîé çàäà÷è 11 (ñ. 180). Â êà÷åñòâå êîíòðïðè-
ìåðà ïîäõîäèò f(x) = x−(p+q)/(2pq).

11. Óêàçàíèå. Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ
ðàçîáðàííîé çàäà÷è 12 (ñ. 181). Ïîäõîäèò k = 4 max(a/c; b/d).

12. Óêàçàíèå.Êàê è â ðàçîáðàííîé çàäà÷å 13 (ñ. 182),
ïîêàæèòå, ÷òî Φ(t) 6 Φ(0)e2at.

13. à). Óêàçàíèå.Ïîëó÷èòå äèôôåðåíöèàëüíîå íåðà-
âåíñòâî Φ′ 6 2C4

4Φ2 + 2Φ, çàòåì ïåðåéäèòå ê ïåðåìåí-
íîé y = 1/Φ.Îòâåò. Ðåøåíèå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò ïðè
t < T1 = ln

(
1 + 1/(C4

4Φ(0))
)
/2. á). Óêàçàíèå. Ïîëó-

÷èòå äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

Φ′

Φ2 + Φ
2C4

4
+
‖f‖2L2(Ω)

2C4
4

6 2C4
4 .

Ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî, ïîëó÷èòå ñîîòíîøåíèå
Φ 6 L1(tg(L2(t))), ãäå L1;2 � ëèíåéíûå ôóíêöèè, è íàé-
äèòå íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå t, ïðè êîòîðîì ïðà-
âàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ñìîòðèòå òàê-
æå [5], [36, ãë. 7, �4]. Îòâåò. Ðåøåíèå çàâåäîìî ñó-
ùåñòâóåò ïðè t < T1 = (π − 2 arctg z0)/R, ãäå z0 =

(4C4
4Φ(0) + 1)/R, R =

√
8C4

4‖f‖2
L2(Ω) − 1.

14. à). Óêàçàíèå. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðåøå-
íèþ ðàçîáðàííîé çàäà÷è 15 (ñ. 184). Îòâåò63. Ðåøåíèå

63Âåëè÷èíó Φ(0) ñ÷èòàåì èçâåñòíîé, ïîñêîëüêó îíà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ
÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå.
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çàâåäîìî ðàçðóøèòñÿ íå ïîçæå t = T2 = Φ(0)/
(
2
∫

Ω µu
4
0dx
)
.

á). Óêàçàíèå. Ñìîòðèòå [36, ãë. 7, �4].Îòâåò. Ðåøåíèå
çàâåäîìî ðàçðóøèòñÿ íå ïîçæå t = T2 = 4Φ(0)/

√
R, ãäå

R = 4
(
‖u0‖4

L4(Ω) −
∫

Ω fu0dx
)2

− 4‖f‖2
L2(Ω)Φ(0). Îöåí-

êà êîððåêòíà ïðè ‖u0‖4
L4(Ω) > 4

∫
Ω fu0dx è ‖u0‖4

L4(Ω) >∫
Ω fu0dx+ ‖f‖L2(Ω)

√
Φ(0)/3.

15. à). Îòâåò. X = y ∂
∂x . 10. á). Îòâåò. X = y ∂

∂x +
x ∂
∂y .

16. à). Îòâåò. Ïðåîáðàçîâàíèå: x = xe3a, y = ye5a,
èíâàðèàíòû: I = f(|y|3/|x|5), ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà. á). Îòâåò. Ïðåîáðàçîâà-
íèå: x = x/(1 − ax), y = y/(1 − ay), èíâàðèàíòû: I =
f(1/y− 1/x), ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî
àðãóìåíòà. â). Îòâåò. Ïðåîáðàçîâàíèå: x = x/(1−ax),
y = y/(1−ax), èíâàðèàíòû: I = f(y/x), ãäå f(·) � ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà.

17. à). Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ x = xea, y = yea, ïîýòîìó ïîä-
õîäèò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = 1/(x4y+y5) (ïî-
ñòîÿííûé êîýôôèöèåíò îòáðîøåí).Îòâåò. (x4+y4)3y4 =
c. á). Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèÿ x = xe3a, y = yea, ïîýòîìó ïîäõîäèò
èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = 1/(3x2y+y7) (ïîñòîÿí-
íûé êîýôôèöèåíò îòáðîøåí). Îòâåò. (3x2 + y6)y3 = c.
â). Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ x = xea, y = ye−a, ïîýòîìó ïîäõîäèò
èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = −1/(y tg(xy)). Îòâåò.
y sin(xy) = c. ã). Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x+a, y = yea, ïîýòî-
ìó ïîäõîäèò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = 1/ (yex).
Îòâåò. ln |y| − ye−x = c è y = 0.

18. à). Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-
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ìåííûõ ïîäõîäÿò t = ln |x|, u = y/x. Îòâåò. y =

±x
√
−
(√

7 tgα + 3
)
/8, ãäå α =

√
7 ln |x|/3 + C. á).

Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïîä-
õîäÿò t = ln |x|/3, u = x/y3. Îòâåò. (3x2 + y6)y3 = c.

19. à). Îòâåò. Â îáùåì ñëó÷àå: X1 = ∂
∂t , X2 =

∂
∂x , X3 = 2t ∂∂t + x ∂

∂x , X4 = nx
2

∂
∂x + u ∂

∂u . Êðîìå òîãî,
ïðè n = −4/3 óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîð X5 =
−x2 ∂

∂x + 3xu ∂
∂u . á). Îòâåò. X1 = ∂

∂t , X2 = ∂
∂x , X3 =

x ∂
∂x+2t ∂∂t ,X4 = t ∂∂x−

xu
2a2

∂
∂u ,X5 = u ∂

∂u ,X6 = xt ∂∂x+t2 ∂∂t−(
t
2 + x2

4a2

)
u ∂
∂u , X∞ = b(x; t) ∂

∂u , ãäå b(·) � ïðîèçâîëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè b′t = a2b′′x2. â).

Îòâåò. X1 = xt ∂∂x + t2 ∂∂t +
(
t
2 + x2

4

)
∂
∂u , X2 = x

2
∂
∂x + t ∂∂t ,

X3 = ∂
∂t , X4 = t ∂∂x + x

2
∂
∂u , X5 = ∂

∂x , X6 = ∂
∂u , X∞ =

b(x; t)eu ∂
∂u , ãäå b(·) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè b′t = b′′x2.

20. à). Îòâåò. Â îáùåì ñëó÷àå: X1 = ∂
∂t , X2 = ∂

∂x ,
X3 = 2t ∂∂t + x ∂

∂x . Êðîìå òîãî, ïðè f(u) = eu óðàâíåíèå
äîïóñêàåò îïåðàòîð Y = x ∂

∂x + 2 ∂
∂u , ïðè f(u) = uk �

ñìîòðèòå îòâåò ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å (ïóíêò à). á). Îò-
âåò. Â îáùåì ñëó÷àå: X1 = ∂

∂t , X2 = ∂
∂x , X3 = t ∂∂t +x ∂

∂x .
Êðîìå òîãî, ïðè f(u) = eu óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðà-
òîð Y = x ∂

∂x + 2 ∂
∂u , ïðè f(u) = uk (k 6= 0, k 6= −4/3,

k 6= −4) � îïåðàòîð Z = kx ∂
∂x +2u ∂

∂u , ïðè f(u) = u−4/3

� îïåðàòîðû T1 = 2x ∂
∂x − 3u ∂

∂u è T2 = x2 ∂
∂x − 3xu ∂

∂u ,
ïðè f(u) = u−4 � îïåðàòîðû S1 = 2x ∂

∂x − u
∂
∂u è S2 =

t2 ∂∂t + tu ∂
∂u .

21. à). Îòâåò. u = f(x2 + y2), ãäå f(·) � ôóíêöèÿ
îäíîãî àðãóìåíòà, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì 4zf ′′(z) +
4f ′(z) = sin f(z). á). Îòâåò. u = xy + c1y + c2. â).
Îòâåò. Äâà ñåìåéñòâà ðåøåíèé: u = c1x + c2y è u =
cy − x3y−2/3.

22. à). Îòâåò. Äâà ñåìåéñòâà ðåøåíèé: u = c1e
y è
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u = eyf(aey− x), ãäå ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâ-
íîé ôîðìóëîé f − c1 ln |f + c1| = az + c2, a � ïðî-
èçâîëüíûé ïàðàìåòð. á). Îòâåò. u = exp(2a exp(y) +
y)f(a exp(y)−lnx), ãäå ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì a(2f(z) + f ′(z)) = exp(2z)(f ′2(z) + f(z)f ′′(z) +
f(z)f ′(z)), a � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.
23. Îòâåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåòîä íå ïîçâîëÿåò âíå-

ñòè ïîñòîÿííóþ, ïîñêîëüêó ðåøåíèå èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå:
u = −(x3/3 + c2x

2/c1 + c2
2x/c

2
1 + c3

2/(3c
3
1))y

−2 + (c1x +
c2)y

−1ea, c1;2, a ∈ R.
24. Îòâåò. u = 2t−2− z0/6 +A4t

2 + z0t
3/18 +A6t

4 +
O(t5), ãäå A4;6 � ïðîèçâîëüíûå. (Çäåñü t = z − z0, z0 �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.)
25. Îòâåò. Ïðè óñëîâèè 2b2 + c = 0 óðàâíåíèå ïðî-

õîäèò òåñò, ïðè÷¼ì u = −12t−2 − a+ bt+A4t
2 + (cz0 −

ab)t3/6+A6t
4+O(t5), ãäå A4;6 � ïðîèçâîëüíûå, èíà÷å �

íåò. (Çäåñü t = z − z0, z0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.)
26. Îòâåò. Çàìåíà f(v) = 3

√
v äà¼ò ëèíåéíîå óðàâíå-

íèå v′′xy = 0. á). Îòâåò. Çàìåíà u = f(v), ãäå ôóíêöèÿ

f(·) îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé
∫
e
∫
ϕ(f)dfdf =

−v, äà¼ò ëèíåéíîå óðàâíåíèå v′t = v′′x2.
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Îñîáî îòìåòèì íåêîòîðûå êíèãè, êîòîðûå ìîæíî ðå-
êîìåíäîâàòü äëÿ äàëüíåéøåãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷å-
íèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

• Â êíèãå [30] îáñóæäàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû
ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Äàíû îñíîâû ãðóïïîâîãî àíàëèçà è
òåîðèè Ïåíëåâå. Ðàçîáðàíî ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ,
ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-
íèÿ.

• Â êíèãå [19] äàí îáçîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
ñâîäÿùèõñÿ ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ ïðè¼ìû, ñâÿ-
çàííûå ñ òåîðèåé Ïåíëåâå. Áîëüøîå âíèìàíèå óäå-
ëåíî ¾èíòåãðèðóåìûì¿ óðàâíåíèÿì, òî åñòü òàêèì,
äëÿ êîòîðûõ óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ äîâîëüíî îáùåãî âèäà.
Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàþòñÿ òåîðèÿ ñîëèòîíîâ è îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé,
ïðèìåíèìûõ è ê íåèíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì.

• Â êíèãå [11] âûâîäèòñÿ ðÿä äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçíîîáðàçíûå ÿâëåíèÿ. Îá-
ñóæäàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, âõîäÿùèå â òðà-
äèöèîííûå êóðñû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

225
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íûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè, êðîìå òîãî, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ãðóï-
ïîâîìó àíàëèçó. Ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è äëÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

• Êíèãà [14] ïîñâÿùåíà ìåòîäó Ïåíëåâå, ïðèìåíÿåìî-
ìó êàê ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì, òàê è ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Îáñóæäàþòñÿ è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ
ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ¾èíòåãðè-
ðóåìûìè¿.

• Ñïðàâî÷íèê [29] ñîäåðæèò òî÷íûå ðåøåíèÿ áîëü-
øîãî êîëè÷åñòâà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

• Â êíèãå [24] âûâîäèòñÿ è àíàëèçèðóåòñÿ ðÿä ëèíåé-
íûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ ðåøåíèé îáú-
ÿñíÿþòñÿ íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû.

• Êíèãà [36] ïîñâÿùåíà íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
ñîáîëåâñêîãî òèïà. Äà¼òñÿ âûâîä íåêîòîðûõ óðàâ-
íåíèé. Îáñóæäàþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ïîðîæ-
äàþùèå îáîáù¼ííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (ïî-
äîáíî òîìó, êàê óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñâÿçàíî ñ ñè-
ñòåìîé Êîøè�Ðèìàíà è êëàññè÷åñêèìè àíàëèòè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè). Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì, à èìåííî, èññëåäîâàíèþ
ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè
è îöåíêàì âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ è íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.

• Â êíèãå [15] ðàññìîòðåíû íåêëàññè÷åñêèå íåëîêàëü-
íûå ïî âðåìåíè (òî åñòü ñîäåðæàùèå èíòåãðàëüíûå
ïî âðåìåíè îïåðàòîðû) óðàâíåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðî-
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âàíà ðàçðåøèìîñòü ëîêàëüíî ïî âðåìåíè, ñäåëàíû
îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.

• Êíèãè [35, 17, 18] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óãëóáë¼í-
íûå êóðñû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è åãî ïðè-
ìåíåíèÿ ê íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì. Ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïîçâî-
ëÿþò ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü âîïðîñû ãëîáàëüíîé
è ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè è äåëàòü
îöåíêè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé.

• Êíèãà [44] ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêàì ðåøåíèé íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðåä-
ëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ íåëèíåéíîñòåé ïî âëèÿíèþ
íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé. Èññëåäî-
âàíû ñëó÷àè ìàëûõ è íåìàëûõ (â ñìûñëå íåêîòî-
ðûõ íîðì) íà÷àëüíûõ äàííûõ.

• Ãðóïïîâîìó àíàëèçó ïîñâÿùåíû êíèãè [26, 27] è
òð¼õòîìíèê [20, 21, 22], íàïèñàííûé ñîçäàòåëåì ãðóï-
ïîâîãî àíàëèçà � Ñ. Ëè.

• Â êíèãå [34] ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïî-
ñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïîñòðîåíû è
ïðîàíàëèçèðîâàíû ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ðàçíîîá-
ðàçíûå ÿâëåíèÿ ôèçèêè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêè. Óäå-
ëåíî âíèìàíèå ìîäåëèðîâàíèþ ñëîæíûõ è òðóäíî-
ôîðìàëèçóåìûõ îáúåêòîâ: íàïðèìåð, ïðîàíàëèçè-
ðîâàíû âîïðîñû ðàñïðåäåëåíèÿ âëàñòè â èåðàðõèè,
áåçîïàñíîñòè ÿäåðíîãî ðåàêòîðà è ìàòåìàòè÷åñêîé
ðåñòàâðàöèè Òóíãóññêîãî ôåíîìåíà. Ïðåäëàãàþòñÿ
çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
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